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RESUMEN

En los modelos tradicionales de competicion politica entre dos partidos, como son el juego de
Downs y el de Wittman, el estudio de las posiciones de equilibrio arroja un resultado poco
viable en la préctica: el equilibrio, si existe, se produce usualmente cuando los dos partidos
eligen la misma posicion, es decir, con los dos partidos llevando a cabo la misma politica. En
este trabajo se propone una version discreta del juego de Downs, y una debilitacion de la
definicion clésica de equilibrio, que hace que éste no sea Unico, sino que se alcance en ciertas
regiones que hay que determinar utilizando técnicas de la geometria computacional. Dicha
propuesta proporciona posiciones “casi de equilibrio” en las que los partidos no tienen

necesariamente que tomar la misma posicion (politica).
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1. INTRODUCCION

Existen trabajos de localizacion de posiciones para la maximizacion de beneficios en el marco
de la economia (Eiselt et al., 1993), que van desde el tratamiento continuo de las variables
implicadas (Ghosh and Harche, 1993) a un tratamiento discreto (Hodgson, 1981; Hakimi,
1986; Hakimi, 1990) pasando por adaptar lo discreto a lo continuo (Mehrez and Stulman,
1982; Church, 1984). En los modelos generales de competicion econdmica, el equilibrio de
Nash se ha estudiado de forma exhaustiva y han sido muchos los trabajos donde se ha
establecido que la estrategia de equilibrio de Nash, en general no existe o tiene lugar cuando
los competidores eligen una misma posicion (véase Plott, 1997, Kramer, 1973, McKelvey,
1986, entre otros). Existe una amplia literatura con propuestas para la resolucion de esta
situacion (Laver and Shepsle, 1996; Enelow and Hinich, 1982; Londregan and Roemer, 1993;
Ansolabehere and Snyder, 2000; Banks and Sundaram, 1993; Hinich and Mueger, 1995, entre
otros). Este trabajo presenta un modelo discreto de competicién dentro del marco de la
politica que puede ser generalizado a otros tipos de competicion. Se propone para €l una
nueva definicion de equilibrio que permite salvar los problemas anteriormente citados.
Supone asi una aportacion a este tipo de estudios, no sélo por el tratamiento de este nuevo
equilibrio, sino por las técnicas utilizadas para la basqueda de dichas posiciones de equilibrio.
El juego que se propone se trata de un juego de competicion politica que resulta ser un
planteamiento discreto del juego de Downs (Roemer, 2001). Esto es: Dos jugadores eligen su
posicion sobre el plano en el cual se encuentran situados n puntos dados por sus dos
coordenadas. Consideramos que cada jugador atrapa aquellos puntos que estan mas proximos
a €l que al contrario. Para contabilizar los puntos ganados por cada jugador, trazamos la
mediatriz entre las dos posiciones de los jugadores. Cada uno se llevard, por tanto, los puntos
situados en su semiplano. El ganador sera el jugador que consigue mas puntos (Serra and
Revelle, 1994; Smid, 1997; Aurenhammer and Klein, 2000; Okabe et al., 2000). En términos
de Economia Politica, se toman los dos jugadores como dos partidos politicos p y ¢, cuyas
posiciones vienen dadas por las politicas ofrecidas, t; y t;, del espacio de politicas
bidimensional T=R?, y las posiciones de los votantes como una nube de puntos pi=(pit, Pi2)
con i=1,...,n, con p; perteneciente al conjunto de tipos H={p: ,..., pn} = R? (Roemer, 2001,
Abellanas et al., 2006).

En este modelo, al igual que en los modelos tradicionales de competicion politica entre dos
partidos, como son el juego de Downs y el de Wittman, hemos comprobado que cuando
existen posiciones de equilibrio (en el sentido de Nash) éstas son unicas y se alcanzan cuando

los dos partidos eligen la misma politica para ofrecer a sus votantes. Es decir, los dos partidos



tenderan a un programa politico parecido, en esencia, si lo que quieren es conseguir el mayor
numero de votantes (Lillo et al., 2005). Este resultado puede ser poco viable en la practica.

Proponemos el planteamiento de una debilitacion de la condicion de equilibrio en este juego
politico sin restricciones para que, por un lado, cuando no existan posiciones de equilibrio,
buscando este equilibrio débil un partido asegure posiciones donde el otro no pueda aumentar
“mucho” su ganancia. Y por otro, que este nuevo equilibrio débil se alcance en posiciones
distintas a (t, t). Los resultados pueden aplicarse a todo tipo de juegos discretos entre dos

competidores.

2. DEBILITACION DEL EQUILIBIO
Segun lo establecido en la introduccién, en el juego planteado, las funciones de ganancias

vienen dadas por:

I1'(t,,t,) = nimero de puntos p, talesque d(p;,t,) < d(p;,t,)
I1%(t,,t,) = namero de puntos p, talesqued(p,,t,)>d(p, t,)=n-T1'(t,,t,) (1)
sit, #t,

En el caso en que t;=t,, definimos Hl(tl,tz)zl'lz(tl,tz):g. Cada uno se lleva la mitad de los

votantes.

El equilibrio de Nash establece que (°,t%) es una posicion de equilibrio si:
T, t0) < T (%, 1% ), T2(t0,t, )< T1%(t°%,t%) Wt,t,eT. Es decir, son aquellas
posiciones donde se pueden situar los jugadores de forma que si Se mueven no mejoran sus
ganancias. (Persson and Tabellini, 1999).

Planteamos una debilitacion de esta definiciéon mediante:

Definicion: Se dice que wuna posicion (t°4,t%) es de equilibrio débil i
Tt t0) < TTH(t0, 1% )+1, TI2(E2,t, ) < TT2(t%,t% )+1 Vi, t, eT.

Se desarrolla un analisis geométrico que resulta una extensién al presentado en Lillo et al.,
(2005) y en Lillo et al., (2007), para el estudio de la existencia y busqueda de las posiciones

de equilibrio segun la definicion anterior.

2.1. Condiciones de equilibrio

Proposicién 1: En una posicion de equilibrio débil: (t°;,t%), necesariamente
Hl(tlo,tg)zg—l, nZ(tf,tg)zg_1 @)

Demostracion:



Es sabido que, si n es par hay una estrategia para p mediante la cual consigue empatar

cualquiera que sea la posicion de g. Y, si n es impar, hay una estrategia para situar a p y ganar

B}rl votantes y, de esta forma, ganar a ¢, siempre que éste no esté situado en la posicion de

algun votante. (Lillo et al. 2005)

Sea (t°%,t%) una posicién de equilibrio débil. Supongamos por ejemplo que Hl(tf,t§)< E_l'

aplicando lo anterior, para cualquier posicién del segundo partido t%, existe una del primero t,
1y 40 N " 1fs 40 1(+0 40 . 0 0 .y

tal que IT°(t,t; ZE' Asi, TI'(t,t) )>TII{t;,t, )+1 lo que contradice que (t"1,t"2) sea posicion

de equilibrio débil. 4

Observacion: Como las ganancias son complementarias, en una posicion de equilibrio débil

. . n n 7 . n
con n par se debe cumplir que las ganancias son: 5—1, E+1, 0 las dos iguales a > En una

. . . . ln| n=11n n+1 .
con n impar se ha de cumplir que dichas ganancias sean: 21553 +1:T' 0 las dos

iguales a g si t1=ty.

Buscamos ahora condiciones necesarias y suficientes para ser posicion de equilibrio débil:

Definicion: Se define C,s como la interseccion de todos los posibles cierres convexos de los

. n
subconjuntos de [E} + s puntos de una nube de n puntos.

Proposicion 2: En el juego planteado existen posiciones de equilibrio débil si y sélo si C,, es
no vacia, (n>2).
Demostracion

- Sea t un punto perteneciente a C, », veamos que las posiciones (t, t), son de equilibrio débil:

IT'(t,t) = [1(t,t) = g Si, por ejemplo IT*(t,,t) > B} +2 para alguna posicion t, del primer
partido, existe una recta que separa a, al menos [ﬂ + 2 puntos de la nube y a t, por lo que t no

. . n . ey ., .
perteneceria al cierre convexo de esos [5}2 puntos. Contradiccion con la hipoétesis de

partida.



. . . . n
- Si C,,2 es vacio, entonces existe un cierre convexo de [E} + 2 puntos de la nube en el que no
, . . . . . n . . ey
esta el partido que tiene ganancia superior o igual a {E} por ejemplo q en una posicion t;.
Situemos entonces a p (de ganancia inferior o igual a E) en el simétrico de t; respecto a la

: n
recta que separa t, del cierre convexo. Entonces Hl(t,t2)2|:z:|+2>H1(t1,t2)+1 con lo que

ninguna posicion es de equilibrio débil. #
2.1.1. Estudio de los diferentes casos

Sinesimpar:

Posiciones de equilibrio débil son (t;t;) con IT'(t,,t,) {2} °(t,,t,) =B} +1, con t;
perteneciente a C,3 y tp a Cn» . De esta manera, t, no puede ganar B} +3 puntos y aumentar

en dos su ganancia y t; no puede ganar B} +2 puntos y aumentar en dos su ganancia. Estas
resultan las Unicas posiciones de equilibrio débil con estas ganancias ya que si algun partido
no esta en la interseccion correspondiente, el otro puede separarle de B}d 0 de |:%:|+2
puntos respectivamente y aumentar en dos sus ganancias.

Estas posiciones tienen sentido cuando B} +3<n, es decir, n>5

Otras posiciones de equilibrio débil seran (t, t) con t perteneciente a Cy, 2, (n>1).

Las posiciones (t,t,) tales que I1*(t;,t,) {%} +1, II%(t,t,) {%} con t; perteneciente a Cp»

y t, en C,, 3, también son de equilibrio débil.
No existen més posiciones de equilibrio débil con otras ganancias ya que no cumplirian la

condicion necesaria.

Sines par:

Las posiciones de equilibrio débil seran:



Aquéllas en las que uno de los partidos tiene ganancia 2—1 y esta en C,3 Y el otro tiene

ganancia E+1 y estd en C, 1, Si ésta s no vaciay n >4 ya que en estas posiciones, ninguno

de los partidos puede aumentar sus ganancias en dos moviéndose. Son éstas las unicas
posiciones de equilibrio con estas ganancias, pues si algin partido no esta en la interseccion,

el otro puede separarle de un cierre convexo que aumente en dos sus ganancias.
Otras posiciones son aquéllas en las que los dos partidos tienen ganancia > y estan en C; .

En este caso ninguno de los dos puede aumentar en dos su ganancia moviéndose. Son éstas

las Unicas posiciones de equilibrio débil con estas ganancias ya que si algun partido no esta en
. . ., . .z n
dicha interseccion, el otro le puede separar de alguna combinacion de > +2 puntos de la nube

y aumentar en 2 sus ganancias.

2.2. Ejemplos
1) En el caso n impar, n>1, todas las posiciones (t; t;) con t; t, pertenecientes a C,, son de

equilibrio debil, ya que en esas posiciones es seguro que, si t, #t,, las ganancias de los
. n n . - . T
partidos son Ak +1, pero no son necesariamente las Unicas posiciones de equilibrio

débil. Por ejemplo, si n=5 y tenemos los puntos sefialados en la figura 1, la interseccion de

. . 5 .
los posibles cierres convexos de [EJ + 2 =4 puntos de la nube es el pentagono sombreado.

Figura 1: Puntos en equilibrio débil para n impar



Si t,,t, son las posiciones marcadas, se cumple que TT'(t,,t,) =2, TI?(t,,t,) =3. Como t,
: . . : 5
pertenece a la interseccion de los posibles cierres convexos de [E} + 2 =4 puntos de la nube,

el primer partido no puede cambiar de posicion para ganar 4 votantes, luego no puede mejorar
en 2 su ganancia, y como t, esta dentro del pentdgono, entonces el segundo partido no puede
cambiar su posicién para ganar a los 5 votantes, luego tampoco puede mejorar en 2 su

ganancia, por lo que la posicion es de equilibrio débil, no perteneciendo t; a la interseccion de
. 5
los cierres convexos de > + 2 =4 puntos de la nube.

Es importante destacar que en este ejemplo no existe posicion de equilibrio en el sentido de

Nash con lo que esta situacion de busqueda de equilibrio débil resulta interesante.

2) En el caso n par, n> 2, no todas las posiciones (t; t;) con t; t, pertenecientes a Cn, son
de equilibrio débil, ya que en esas posiciones no es seguro que se den las ganancias necesarias
para equilibrio débil que vimos para n par. También se cumple, como en el caso n impar,

que hay posiciones de equilibrio débil no estando los dos partidos en C,,. Por ejemplo, si

n=6, en la situacion de la figura 2, se cumple que IT'(t,,t,) =2, TI°(t,,t,) =4,y como t,
. , . : 6
pertenece a la interseccion de los posibles cierres convexos de §+l =4 puntos de la nube, el

primer partido no puede cambiar de posicion para ganar 4 votantes, luego no puede mejorar
en 2 su ganancia, y como t, esta dentro del hexagono, entonces el segundo partido no puede
cambiar su posicion para ganar a los 6 votantes, luego tampoco puede mejorar en 2 su

ganancia, por lo que la posicion es de equilibrio débil, no perteneciendo t, a la interseccion de

: 6
los cierres convexos de > + 2 =5 puntos de la nube.

Figura 2: Puntos en equilibrio débil para n par



Senalar que en este ejemplo existe una Unica posicion de equilibrio en el sentido de Nash que
es de la forma (t,t) con t=t, es decir, los dos jugadores deben tomar la misma politica.

3. MAXIMO NUMERO DE POSICIONES DE EQUILIBRIO DEBIL
Nos planteamos el problema de conocer el maximo nimero de posiciones de equilibrio débil

(t,,t,) con t,,t, pertenecientes a la una nube de puntos y encontrar conjuntos donde se

alcancen estos maximos. Por la caracterizacion de estas posiciones estudiadas en 2.1, sabemos

que necesariamente t,,t, tienen que pertenecera C , C,, 0 C ,, asi debemos maximizar el

namero de puntos de la nube en estos conjuntos. Tenemos los siguientes resultados que nos

dan los maximos:

Proposicion 3: Si n es un ndmero impar mayor 0 igual que 5 y tenemos una nube de n

puntos no todos alineados, el maximo numero de puntos de la nube que puede haber en C_,
es 2, y el maximo nimero de puntos de la nube que puede haber en C , es4si n>5, 5si

n=>5.

Proposicion 4: Si n es un nimero par mayor 0 igual que 6 y tenemos una nube de n puntos

no todos alineados, el maximo ndmero de puntos de la nube que puede haber en C_; es 1, el
maximo numero de puntos de la nube que puede haber en C_ , es 3, y el maximo nimero de

puntos de la nube que puede haberen C , es5sin>6,6si n=6.

Observacion: En general, si n es impar, no estdn los n puntos de la nube alineados y

l<s< nT+1 el maximo nimero de puntos de la nube que puede haberen C es 2s-2. Si

, . n - .
n es par, no estan los n puntos de la nube alineados y s < > el maximo ndmero de puntos

de la nube que puede haberen C_  es 2s-1.

3.1. Ejemplos
a) Vamos a ver un ejemplo de n puntos en posicion general, con n par, en el que se alcanzan

el maximo nimero de puntos de la nube en C ., C_ ,, y en el que en todas las posibles

posiciones de equilibrio débil se dan las condiciones en las ganancias para que lo sean, por lo



que se da el maximo nimero posible de posiciones de equilibrio débil (t,,t,) con t,,t, puntos
de la nube, cuando los n puntos no estan alineados.

Consideramos el triangulo formado por p, =(0,0), p, =(4,3) y p, =(7,-2), y situamos en

él el punto p, :(%—%j (ver figura 3). Se verifica queC,, es p,, y que estan los 4

puntos de la nube en C, ,, luego se dan el maximo nimero de puntos de la nube en C, ,,
C, .- Se puede ver (figura 3) que en este ejemplo toda posicion (tl, tz) con t,,t, puntos de la

nube es de equilibrio débil, luego se da el maximo de 10 posiciones de equilibrio débil en la
que los partidos ocupan posiciones de los votantes, aparte de cambios de orden (6 con

politicas distintas).

Observacion: En este ejemplo se da el maximo de posiciones de equilibrio debil con los

partidos ocupando posiciones de puntos de la nube, cuando dichos puntos no esta alineados.

Figura 3: Ejemplo de puntos en posicion general con el maximo nimero de posiciones de

equilibrio débil (t,,t,) con t,,t, puntos de la nube.

b) Vamos a ver un caso de n puntos en posicion general en el que se da el maximo posible de
posiciones de equilibrio débil (t,,t,) con t,,t, puntos de la nube, cuando n es impar y no

estan todos los puntos de la nube alineados:



Consideramos el triangulo formado por p, =(0,0), p, =(2,0) y p, =(L 3), y situamos en él

los puntos p —(11 >
N I
10 2

) Y Ps :(1, %j (ver figura 4). En este ejemplo se da el méaximo
numero de dos puntos de lanube en C,, (p, Y ps) Y de cinco puntos de la nube en C, ;.

Se verifica (figura 4) que toda posicion (pi ' P; ) con i, j igual a 4 05, sera de equilibrio débil y
que toda posicion (p4, pj) conjiguala2o03y (ps, pj) con jigual a 1, 2 o 3 también son de

equilibrio débil. Esto que da el méximo de 8 posiciones de equilibrio débil con las
condiciones requeridas (6 en las que los partidos tomas posiciones distintas, igual que en el

caso n=4).

+

Figura 4: Ejemplo de puntos en posicion general con el maximo nimero de posiciones de

equilibrio débil (t,,t,) con t,,t, puntos de la nube, cuando n es impar.

Observacion: La posicion (p4, pl) no es de equilibrio débil, ya que T1'(p,, p,) =4, por lo
que no se da el maximo de 9 posiciones de equilibrio débil si n impar que se comenta en la

observacién anterior.

¢) Vemos un ejemplo de n=6 puntos en posicion general, en el que se dan el maximo de

puntos de la nube en C,,, C;,, C;,, Yy en todas las posibles posiciones de equilibrio debil

(t,,t,) con t,,t, puntos de la nube, se dan las condiciones de las ganancias para que lo sean:

10



Sean los puntos p, =(0,0), p,=(10,1), p,=(10,-1), y los puntos p4:(%,0)

P = (1, 3—35j , que estan dentro del triangulo que forman p,, p,, p,. Situamos el punto p, en

Cs ,, que es el triangulo que forman los segmentos p; — p,, p,— P, ¥ P, — Ps. Podemos

elegir p; :@—g%] (ver figura 5).

Entonces, en C,, estan los 6 puntos de la nube, en C,, hay el maximo de 3 puntos de la
nube: p,, Ps, Ps, (I0s que no estan en la frontera del cierre convexo de los 6 puntos).
También en C; , hay el maximo de un punto de la nube: p;, al haber situado p, en C; ,.

Se comprueba en la  figura 5  que 1*(p,, ps)=11%(p,, ps) =3,
I (ps. py) =4, T1(ps. P1) =2, I (ps. ;)= 4,T1%(ps, ) = 2 y
I1(ps. p3) =4, T1*(p5. p3) =2

20 -15 -10 -5 5 1n 15 2C

40.5

Figura 5: Ejemplo de puntos en posicion general con el maximo nimero de posiciones de
equilibrio débil (t,,t,) con t,,t, puntos de la nube, cuando n = 6 (mediatrices deformadas

por la escala).

Entonces en todas las posibles posiciones de equilibrio débil se cumplen las condiciones de

las ganancias, luego se da el maximo de 6 posiciones de equilibrio débil (t,,t,) con t,,t,

11



puntos de la nube, t, #t,, como en el caso n =4 (en total hay menos posiciones de equilibrio
débil (tl,tz) con t,,t, puntos de la nube que en el caso n=4, ya que sdlo hay 3 posiciones
de equilibrio débil (t,t), con t un punto de la nube: (p,, p,) con i=4,...,6, luego en total

hay 9 posiciones de equilibrio débil (t,,t,) con t,,t, puntos de la nube).

Observacion: Para ver que C,, es el triangulo comentado en el ejemplo, observamos que
P, Ps, P4, Ps €stan contenidos en el semiplano cerrado por debajo de la recta que une
Ps, Ps, luego su cierre convexo esta contenido en ese semiplano, p,, ps;, P,, Ps e€stan
contenidos en el semiplano cerrado por debajo de la recta que une p,, ps, luego su cierre
convexo esta contenido en ese semiplano, y p,, p,, pP,, Ps estan contenidos en el semiplano

cerrado por encima de la recta que une p,, p,, luego su cierre convexo esta contenido en ese

semiplano, por lo que C; , estara contenido en la interseccion de los tres semiplanos, que es
el triangulo. En los otros cierres convexos de cuatro puntos siempre estaran p,, p,, p,, luego

contendran al triangulo, por lo que C; , es el triangulo descrito.

4. CONCLUSIONES

En este trabajo se ha presentado un juego politico con un significado geométrico que resulta
equivalente a una discretizacion del modelo de Downs. El estudio del equilibrio en este juego,
como en la mayoria de los juegos de competicion, establece que dichas posiciones de
equilibrio no existen, es decir no se pueden encontrar posiciones para los jugadores que le
garanticen que si se mueven de ellas no aumentaran su ganancia y, lo que es mas relevante,
gue su competidor no aumente su ganancia moviéndose. Se ha propuesto un equilibrio
debilitado en el marco de una competicion politica en un juego discreto que permite
garantizar a un jugador que, en las posiciones de este equilibrio, aunque su competidor se
mueva no le sera posible aumentar su ganancia en méas de una unidad. Dicho equilibrio puede
resultar de utilidad en los casos donde el equilibrio tradicional (en el sentido de Nash) no
exista.

Ademas, las posiciones para este equilibrio débil son en general regiones, es decir infinitas, lo
que representa mayor variabilidad para el jugador. En el caso de equilibrio tradicional, cuando
existen estas posiciones, son Unicas y en el mismo punto, es decir con los jugadores en la

misma posicion, algo que en la mayoria de los casos no es viable o carece de sentido.
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El estudio de la existencia y busqueda de las posiciones de equilibrio débil se ha desarrollado
desde un punto de vista geométrico a través de la construccién de cierres convexos,
planteamiento que ya hemos presentado en trabajos anteriores con otras finalidades
(Abellanas et al., 2006; Lillo et al., 2005; Lillo et al., 2007). Las técnicas aplicadas se basan
en la Geometria Computacional. Es éste un tratamiento diferente a los que hasta ahora estan
siendo estudiados en Economia e Investigacion Operativa. Para poner en practica la teoria
desarrollada se han presentado ciertos ejemplos concretos donde dichas técnicas nos han
permitido conocer el maximo nimero de posiciones de este nuevo equilibrio dentro de un
conjunto de n puntos y encontrar conjuntos donde se alcancen estos valores maximos.

Destacar que el uso del nuevo equilibrio débil que se propone puede suponer una mejora en el
tratamiento de gran ndmero de estudios de competicion en numerosos campos, no solo el
politico, donde un tratamiento discreto sea adecuado y no existan o sean Unicas las posiciones
de equilibrio tradicional. En la mayoria de los casos la variacion de la ganancia en un solo
elemento (Unica diferencia entre el equilibrio tradicional y el que se ha definido aqui) no

supone consecuencias de importancia.
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