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Resumen:  

En este trabajo se estudia un juego de competición política entre dos partidos, 

representados en el plano de políticas por dos puntos, que aspiran a ganar el mayor 

número posible de votantes que están clasificados en tipos y representados también en 

el plano por puntos. Para modelar una situación que se ajuste lo más posible a la 

realidad política de los diferentes países, se considera que esos tipos que representan las 

posiciones de los votantes, no están equidistribuidos, es decir, que la distribución de los 

votantes no es uniforme, por lo que se asigna una ponderación ó peso a cada posición en 

el plano correspondiente a un tipo de votantes. 

Se estudia la existencia y unicidad de posiciones de equilibrio en el sentido 

clásico de Nash en el juego planteado aplicando herramientas geométricas como son los 

cierres convexos. Además se presenta un algoritmo de búsqueda de dichas posiciones de 

equilibrio cuando existen. 

 

Palabras clave: Teoría de juegos, Geometría Computacional, Competición política, 

Equilibrio, Algoritmos de búsqueda. 
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1. Introducción 

La mayoría de los trabajos que estudian competición política y elecciones se basan en la 

teoría espacial de voto, inicialmente desarrollada por Black (1958) y Downs (1957) con 

contribuciones posteriores de Hinich y Pollard (1981), Shepsle y Weingstag (1981), 

Enlow y Hinich (1982) o Hinich y Munger (1994) entre otros. 

El equilibrio de Nash es un concepto ampliamente tratado en modelos generales 

de competición. Fue introducido por John Forbes Nash en su disertación “Non-

cooperative games” (Nash, 1951), como una manera de obtener una estrategia óptima 

para juegos con dos o más jugadores. 

En este trabajo se presenta un modelo de competición bipartidista planteado 

geométricamente que trata de adaptarse a la realidad política de gran número de países 

utilizando para ello ponderaciones en la representación de los votantes. Se hace en él un 

estudio de las posiciones de equilibrio bajo un tratamiento geométrico. Al establecerse 

unas preferencias de los votantes a través de la distancia euclídea a las diferentes 

políticas, se parte de los diagramas de Voronoi como estructura geométrica subyacente.  

La sección dos presenta el problema y desarrolla su modelización matemática 

haciendo énfasis en su tratamiento geométrico. La sección tres se ocupa del estudio de 

condiciones necesarias y suficientes para la existencia de posiciones de equilibrio en el 

sentido de Nash, encontradas a partir de herramientas geométricas como los cierres 

convexos. Asimismo, se establece la unicidad de las posiciones de equilibrio cuando 

existen. La sección 4 desarrolla un algoritmo de búsqueda eficiente de estas posiciones 

de equilibrio cuando existen. Se finaliza el trabajo con una sección dedicada a las 

conclusiones. 

 

2. Planteamiento del problema 

El problema que se trata es el siguiente: Dos jugadores eligen su posición sobre el 

plano, en el cual se encuentran situados n puntos dados por sus dos coordenadas. 

Consideramos que cada jugador atrapa aquellos puntos que están más próximos a él que 

al contrario. Para contabilizar los puntos ganados por cada jugador, trazamos la 

mediatriz del segmento que une las posiciones de los dos jugadores. Cada uno se 

llevará, por tanto, los puntos situados en su semiplano. El ganador será el jugador que 

consigue más puntos (Serra y Revelle, 1994; Smid, 1997; Aurenhammer y Klein, 2000; 

Okabe et al., 2000).  
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 Este sencillo juego puede traducirse en términos de Economía Política: Se 

pueden considerar los dos jugadores como dos partidos políticos p y q, cuyas posiciones 

vienen dadas por las políticas ofrecidas, t1 y t2, del espacio de políticas bidimensional 

T=R2, y la nube de puntos vi=(vi1, vi2) con i=1,…,n, las correspondientes posiciones de 

los votantes de una cierta población, con vi perteneciente al conjunto de tipos H={v1 ,…, 

vn}⊂R2 que clasifican a los votantes según esas políticas (Roemer, 2001; Abellanas et al., 

2006).  

 Para modelar una situación que se ajuste lo más posible a la realidad política de 

los diferentes países, debemos considerar que esos tipos vi que representan las 

posiciones de los votantes, no están equidistribuidos. Es decir, existirán posiciones 

respecto a ciertas políticas que serán respaldadas por tipos de votantes que serán más 

numerosos que las posturas tomadas por otros tipos. A modo de ejemplo decir que tipos 

que representan posiciones extremas sobre la mayoría de acciones políticas suelen tener 

representaciones menos numerosas que aquellas que representan posiciones más 

moderadas. Por todo ello, parece razonable plantear una distribución de los tipos 

ponderada. 

Queremos también tener en cuenta la distancia euclídea y trabajar con una 

función de utilidad que se adapte a ella (Revelle 1986; Vandel y Crankcase, 1993; 

Achabal et al., 1982). Así, definiendo en el juego planteado la función de utilidad para 

cada tipo vi como: 

( ) ( )  ,
1,

1,
+

=
i

i vtd
vtγ          (1) 

donde ),( ivtd  representa la distancia entre la política t y el tipo vi, consideramos una 

distribución de los diferentes tipos según una medida de probabilidad F dada por: 

F({vi})=ki  con k1+k2+...+kn=1, ki≥0       (2) 

Con estas consideraciones el juego planteado se modela de la siguiente forma: 

Representamos t1, t2, v1,...,vn como los puntos del plano ya introducidos anteriormente, 

trazamos la mediatriz entre t1 y t2 (suponiendo t1≠t2 ) y consideramos los dos semiplanos 

que define dicha mediatriz. Llamamos Ω(t1,t2) al conjunto de tipos que prefieren a t1 frente a 

t2, es decir, aquellos que pertenecen al semiplano en el que esté t1, supongamos que sean 

11
,...,

tnii vv , donde 
1tn es el número de tipos que pertenecen al semiplano que contiene a t1. Se 

tiene que la fracción de votantes que elegiría la política t1
 será: 
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( ) ( )( ) 21
1

2121 si,,
1

ttkttFtt
t

j

n

j
i ≠∑=Ω=

=
ρ     (3) 

siendo 
jik  j=1,...nt1, la medida de }{

jiv . 

Nota: Se ha considerado que los elementos equidistantes entre t1 y t2, es decir los que 

están en la mediatriz, prefieren a t1. Así no existen puntos indiferentes entre las dos 

políticas si t1≠t2. Existen otras posibilidades, véase Persson y Tabellini, 2000; Roemer, 

2001. 

Con todo ello, las funciones de ganancia quedan de la siguiente forma: 

( )
( )

21

21
1212
1

211

 si
),(,

,
1

tt
ttntt

kntt
t

j

n

j
i ≠

⎪⎭

⎪
⎬

⎫

Π−=Π

=Π ∑
=     y       21212211  si

2
),(),( ttntttt ==Π=Π   (4) 

Es decir, en el caso t1≠t2, si definimos el peso del tipo 
jiv  como 

jikn , la ganancia de la 

política t1 será la suma de los pesos de los tipos que están en el mismo semiplano que t1 

(incluyendo los de la mediatriz). Análogo para t2. 

Se cumple que nnk
n

i
i =∑

=1
. 

 

 Con estos elementos, el juego planteado es una versión discreta del juego de 

Downs. (Fekete y Meijer, 2003; Ahn, et al., 2004; Roemer, 2001). 

 
3. Condiciones de existencia y unicidad de posiciones de equilibrio  

Se estudian condiciones que garanticen la existencia de posiciones de equilibrio de Nash 

en el juego planteado, así como la unicidad de éste. 

 

3.1. Condición necesaria de existencia 

Proposición 1: Si las ganancias de un juego son complementarias y, si dada una 

posición t de un jugador, existe una estrategia del otro para conseguir una ganancia de 

2
n , necesariamente las posiciones de equilibrio han de ser posiciones (t1,t2) con 

2
),(),( 212211 ntttt =Π=Π .  
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Demostración 

Sea ( )2
0

1
0 , tt  una situación de equilibrio si, por ejemplo, ( )

2
, 2

0
1
0

2 ntt <Π , entonces el segundo 

partido puede cambiar de posición provechosamente, por ejemplo situándose en la posición de 

1
0t  y, entonces, ( )0

2
0
1 , tt  no es una posición de equilibrio. Así que, ( ) ( )

2
,,

2
, 0

2
0
1

20
2

0
1

1 nttntt ≥Π≥Π , y, 

ninguna puede ser mayor estrictamente, por lo que ( ) ( )
2

,, 0
2

0
1

20
2

0
1

1 ntttt =Π=Π . � 

 

3.2. Condición necesaria y suficiente de existencia 

Definición 1: El peso de un conjunto {
1iv ,...,

kiv } es ∑
=

k

j
i j

vpeso
1

)( . 

Definición 2: Un conjunto minimal es un subconjunto de puntos de la nube de peso 

mayor que 
2
n  que no contiene a otro subconjunto de puntos de peso mayor que 

2
n . 

Proposición 2: Consideremos todos los posibles conjuntos minimales. Entonces existen 

posiciones de equilibrio en el juego con ponderaciones si y sólo si la intersección de los 

cierres convexos (de Berg et al., 1997) de esos conjuntos de puntos es no vacía. En este 

caso, las únicas posiciones de equilibrio son cualquier posición (t1,t2) con t1 y t2 

pertenecientes a esa intersección. 

Demostración: 

Si la intersección de los cierres convexos no es vacía y t1, t2 pertenecen a esa 

intersección, entonces esa posición asegura que ningún partido puede ganar más de 
2
n  

moviéndose: 

Si por ejemplo 
2

),( 21 ntt >′Π , existe una combinación de puntos de peso mayor que 
2
n  

que están en el semiplano generado por t ′  y t2 que no contiene a t2. Así, su cierre 

convexo no contiene a t2, por lo que esa combinación de puntos contendrá a un conjunto 

minimal cuyo cierre convexo no contiene a t2. Esto contradice que t2 esté en la 

intersección de todos los cierres convexos de conjuntos minimales. 

Por otro lado, 
2

),(),( 212211 ntttt =Π=Π . Si, por ejemplo 
2

),( 211 ntt <Π  entonces, por ser 

las ganancias complementarias, 
2

),( 212 ntt >Π , por lo que existe un cierre convexo de 



 6

puntos de la nube de peso total mayor que 
2
n  (los que gana t2) al que no pertenece t1. 

Por ello existe un subconjunto minimal de esos puntos a cuyo cierre convexo no 

pertenece t1. Esto contradice que t1 pertenezca a la intersección de los cierres convexos 

de los conjuntos minimales. Así, 
2

),( 211 ntt ≥Π  y 
2

),( 212 ntt ≥Π , y, como las ganancias 

son complementarias, 
2

),(),( 212211 ntttt =Π=Π . 

De esta forma, ),(
2

),( 21121 ttntt Π=≤′Π , y lo mismo ocurriría con Π2. Por ello (t1,t2) es 

posición de equilibrio. 

Además son las únicas posibles ya que si existe posición de equilibrio (t1,t2) sabemos 

que 
2

),(),( 212211 ntttt =Π=Π  (proposición 1) y si, por ejemplo t1 no pertenece a la 

intersección de los cierres convexos de conjuntos minimales, el segundo partido puede 

situarse en un punto que separe a t1 de un cierre convexo de puntos de peso mayor que 

2
n  y conseguir ganancia superior a 

2
n  lo que contradice que (t1,t2) sea de equilibrio. 

 

Si la intersección de los cierres convexos es vacía, consideremos cualquier posición 

(t1,t2). Si, por ejemplo 
2

),( 211 ntt ≤Π , el primer partido puede elegir una posición t ′  que 

separe a t2 de un conjunto de puntos de la nube de peso mayor que 
2
n  (uno en cuyo 

cierre convexo no esté t2). Por ello, ),(
2

),( 21121 ttntt Π≥>′Π  y (t1,t2) no es de equilibrio. 

� 

 

3.3. Unicidad 

Veamos que esta intersección de cierres convexos es a lo más en un punto, a no ser que 

los n puntos de la nube estén alineados. Existen casos particulares, como muestra la 

proposición 3, en los que dicho punto debe ser de la nube. 
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Proposición 3: Si no hay ninguna combinación de puntos de la nube con peso 
2
n , 

entonces la intersección de los cierres convexos de los posibles conjuntos minimales de 

peso mayor que 
2
n  es a lo más en un punto de la nube. 

Demostración: 

Si barremos por rectas paralelas que no contengan a más de un punto de la nube hasta 

llegar al primer punto v de la nube que deja en uno de los semiplanos cerrados que 

define la recta R que lo contiene, un conjunto de puntos de peso mayor que 
2
n , entonces 

el cierre convexo de un subconjunto minimal de este conjunto, está contenido en el 

semiplano anterior. Por otro lado, los puntos de la nube del otro semiplano cerrado 

tienen peso mayor que 
2
n  ya que si tuvieran peso menor, entonces los puntos del primer 

semiplano abierto tendrían peso mayor que 
2
n , esto contradice que v fuese el primer 

punto para el que se llegaba a peso mayor que 
2
n . Así contendrán a un conjunto 

minimal de puntos cuyo cierre convexo estará contenido en el otro semiplano cerrado. 

De esta manera, la intersección de los cierres convexos estará contenida en la 

intersección de estos dos semiplanos cerrados: R y el único punto de los cierres 

convexos en R es v ya que R sólo contiene a ese punto de la nube, luego la intersección 

de los cierres convexos, si no es vacía, será en v. Ver figura � 

 

Figura 1: Caso en el que no existe combinación de puntos de peso n/2 
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Veamos ahora el resultado general: 

Proposición 4: La intersección de los posibles cierres convexos de conjuntos minimales 

de peso mayor que 
2
n  es a lo más en un punto si no están los n puntos de la nube 

alineados. 

Demostración: 

Tomemos un punto de la nube v en la frontera del cierre convexo de los n puntos, por 

ejemplo el de menos abscisa (si existen varios con la misma abscisa, el de menos 

ordenada de ellos) y se ordenan angularmente los demás puntos de la nube respecto a él: 

v1,...,vn-1. Consideramos el primer punto vi de manera que { }( )
2

 ..., , 11
nvvpeso i ≥−  ( si no 

existe dicho punto, vi=vn-1). Si i<n-1, se tiene que { }( )
2

 ..., , 11
nvvpeso i >− . El cierre 

convexo de un subconjunto minimal de esos puntos está contenido en el semiplano 

cerrado debajo de la línea, R, que pasa por vi, vi-1. 

Por otro lado, { }( )
2

, ..., , 11
nvvvpeso ni >−−  ya que { }vvv ni , ..., , 11 −−  es el complementario 

del conjunto { }21  ..., , −ivv  y, este conjunto tiene peso menor que 
2
n  por la definición de 

vi. Así, el cierre convexo de un subconjunto minimal de { }vvv ni , ..., , 11 −−  está contenido 

en el semiplano cerrado superior de finido por R, luego la intersección de los cierres 

convexosestá contenida en R. 

Nota: Si vi=vn-1, el peso total de los puntos en cada semiplano cerrado que definen la 

recta v y vn-1 es mayor que 
2
n . 

De esta manera, si tomamos otro punto v’ perteneciente a la frontera del cierre convexo 

de los n puntos que no esté en la recta anterior (existe ya que no todos los puntos están 

alineados) y repetimos el proceso anterior, encontraremos otros conjuntos minimales de 

peso mayor que 
2
n  cuyos cierres convexos cumplen que la intersección está contenida 

en otra recta, que une v’ con otro punto de la nube vj’ , luego la intersección de los 

cuatro cierres convexos estará contenida en la intersección de las dos rectas, que es un 

punto. � 

 



 9

Observación: Si los puntos están alineados, caso degenerado, pueden existir casos en los 

que la intersección de los cierres convexos sea infinita. 

 

De esta forma se puede concluir que: 

Proposición 5: El equilibrio en el juego con ponderaciones si existe es único y de la 

forma (t,t), es decir con los dos partidos eligiendo la misma política, salvo en algunos 

casos en los que todos los puntos están alineados. 

 

4. Desarrollo de un algoritmo de búsqueda de la posición de equilibrio 

Desarrollamos un algoritmo que permite encontrar la posición de equilibrio en el juego 

planteado cuando existe, basado en las técnicas usadas en la demostración anterior de 

unicidad y en el siguiente resultado: 

Proposición 6: Si t pertenece a la intersección de los cierres convexos de conjuntos 

minimales de peso mayor que 
2
n , entonces se cumple que el conjunto de puntos de la 

nube que contiene el conjunto formado por la semirrecta abierta con origen en t 

contenida en la recta que une t con cualquier otro punto de la nube, unión con uno de los 

semiplanos abiertos que define esa recta, tiene peso menor o igual que 
2
n . 

Demostración: 

Si existe un conjunto de ese tipo con un subconjunto de puntos de la nube de peso 

mayor que 
2
n , se cumple que un conjunto minimal de estos tiene un cierre convexo 

contenido en dicho conjunto. Por tanto t no pertenece a ese cierre convexo, 

contradicción. � 

 

4.1. Algoritmo 

Se pretende encontrar la intersección de los cierres convexos de los subconjuntos 

minimales, en un conjunto de n  puntos mediante el desarrollo de un algoritmo 

geométrico iterativo que, buscando un punto candidato, verifica la validez del mismo 

mediante un procedimiento de barrido. 

Input: Conjunto de n puntos en el plano no todos alineados, con sus pesos. 

• Paso 1 (localización del punto candidato): 
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Se toman las rectas que unen v, vj y v’, vj’ y que dejan en cada semiplano cerrado un 

conjunto de puntos de la nube de peso mayor que 
2
n  (ver demostración de la 

proposición 4). Se intersecan. Sea p el punto intersección (no se puede dar el caso de 

paralelismo en las dos rectas). 

• Paso 2 (inicialización de los pesos): 

Se traza la vertical que pasa por p y se determina el peso (l) de los puntos de la nube 

en la semirrecta abierta debajo de p unión con el semiplano abierto de la izquierda, y 

el peso (k) de los puntos de la semirrecta superior de p unión con el semiplano 

abierto a la derecha de p. Si p es de la nube k+l+(peso de p)=n si no lo es k+l=n. 

• Paso 3 (ordenación del resto de puntos de la nube en torno al candidato): 

Ordenamos angularmente desde p los puntos de la nube, si hay, en la semirrecta de 

abajo unión con el semiplano de la izquierda tomando como origen la semirrecta de 

abajo, y los puntos de la nube, si hay, en la semirrecta de arriba unión con el 

semiplano de la derecha, tomando como origen la semirrecta de arriba. Sean 

{ }11  ..., , −nvv  los puntos de la nube que no sean p con ese orden ( 1v  es el punto de 

menor ángulo entre las dos ordenaciones, 2v  es el segundo punto de menor ángulo 

entre las dos ordenaciones, y así sucesivamente). 

• Paso 4 (actualización de los pesos): 

Definimos para i=1,...,n-1: 

 ki como el peso de los puntos de la nube en la semirrecta abierta izquierda desde 

p, unión con el semiplano abierto debajo de la recta que une vi y p. 

 li como el peso de los puntos de la nube en la semirrecta abierta derecha desde p, 

unión con el semiplano abierto encima de la recta que une vi y p. 

Nota: Si vi está en la misma vertical que p, los conjuntos que determinan ki, li son los 

mismos que determinaban k, l, por lo que ki=k, li=l. Siempre se cumple que 

ki+li=k+l.  

ik , il  se pueden obtener recursivamente de 1−ik , 1−il  para i=1,...,n-1 (los valores de 

k1, l1 se determinan tomando k0  y l0 como k y l) de la siguiente forma: 

ki es igual a ki-1 sumado con el peso de los puntos de la nube en la semirrecta abierta 

a la izquierda de p contenida en la recta que une vi y p y restado con el peso de los 

puntos de la nube en la semirrecta abierta a la derecha de p contenida en la recta que 

une vi y p. 



 11

li es igual a li-1 sumado con el peso de los puntos de la nube en la semirrecta abierta 

a la derecha de p contenida en la recta que une vi y p y restado con el peso de los 

puntos de la nube en la semirrecta abierta a la izquierda de p contenida en la recta 

que une vi y p. 

Output: Si 
2

 , nlk ii ≤  para todo 1,...,1 −= ni , la intersección buscada es { }p  (la única 

posición de equilibrio sería entonces ( )pp  , ), en caso contrario la intersección es vacía, 

por la proposición 6 (no existiría entonces equilibrio). 

 

4.2. Observaciones al algoritmo 

Planteamos la complejidad del algoritmo presentado (de Berg et al., 1997), para lo cual se 

analiza el número de operaciones a realizar en cada paso del mismo en función del número de 

puntos de la nube. A este respecto, destacar que para encontrar el primer punto vj del 

primer paso del algoritmo se puede realizar lo siguiente: Se ordenan angularmente los 

demás puntos de la nube desde v como {v1,...,vn-1} y se define de forma recursiva la 

función m1= peso(v1)+peso(p), mi=mi-1+peso(vi). Al llegar al primer j tal que mj> 2
n , se 

cumple que el punto buscado es vj. Destacar que de forma análoga se encuentra el punto 

v’j. 

La complejidad de hallar los mi es lineal, ya que en el peor de los casos hay que 

determinar n-1 valores: m1,...mn-1 (para determinar cada uno de ellos es necesario un 

número constante de operaciones). 

La complejidad de ordenar los puntos por la abscisa es del orden O(nlogn). Es 

necesario para encontrar el punto de menor abscisa y para hallar los valores k y l del 

algoritmo. El determinar cada ki, li requiere un número constante de operaciones. Como 

hay n-1 valores de ki y n-1 valores de li, la complejidad total para determinarlos es 

lineal. 

La complejidad de las ordenaciones angulares es O(nlogn). 

De esta forma, la complejidad total del algoritmo presentado es O(nlogn) por lo 

que resulta eficiente y por tanto implementable. 

 

5. Conclusiones 

Este trabajo profundiza en el estudio del equilibrio en el sentido de Nash en un juego 

competitivo que puede ser interpretado como una versión discreta del juego de Voronoi 
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tratado en Geometría Computacional y del modelo de Downs de Economía Política. 

Para ajustarse lo más posible a la realidad se han tomado los votantes distribuidos en un 

conjunto finito de tipos y a cada uno de esos tipos se le asocia un peso que representará 

en cierta forma la cantidad de seguidores que tiene. Esto, unido a la utilización de 

técnicas geométricas para la búsqueda de las posiciones de equilibrio representa una 

novedad con respecto a los trabajos existentes. Destacar que los resultados obtenidos 

son similares a los alcanzados cuando el conjunto de tipos se considera continuo 

(Persson y Tabellini, 2000; Roemer, 2001). 

Se han obtenido condiciones que tendrán que cumplir las posibles posiciones de 

equilibrio del juego, así como la manera geométrica de encontrarlas, desarrollada en un 

algoritmo que puede ser programado. 

Hemos comprobado que, salvo el caso particular en que todos los votantes estén 

alineados, el equilibrio en nuestro juego se alcanza, si existe, únicamente cuando los dos 

partidos eligen la misma política para ofrecer a sus votantes. Es decir, los dos partidos 

tenderán a un programa político, en esencia, parecido si lo que quieren es conseguir el 

mayor número de votantes. Lo que hará que uno u otro gane las elecciones será un 

número pequeño de diferencias.  

En el caso continuo esta posición de convergencia resultaba ser, bajo ciertas 

condiciones establecidas por Downs (1957), hacia la política preferida del votante 

mediano lo que es conocido en la literatura como el teorema del votante mediano. El 

resultado de unicidad obtenido en el presente trabajo puede verse como una analogía a 

este teorema, aunque por la naturaleza discreta del juego presentado, lo que se concluye 

es que la posición de equilibrio es una de las posibles posiciones medianas, que pueden 

ocupar una región. 

Aunque en este trabajo tratamos un modelo simplificado (bipartidista) esta 

simplificación se ajusta a gran parte de los países en la actualidad ya que en ellos 

existen dos partidos mayoritarios. Es curioso observar cómo los dos partidos 

mayoritarios de un país cada vez se parecen más en el grueso de su oferta electoral 

(tienden a esa posición de equilibrio), con lo que nuestro modelo se ajustaría a este 

hecho. 

Todo lo estudiado puede aplicarse al caso particular en el que todos los tipos 

tengan el mismo peso. Los resultados obtenidos se particularizan llegando a los 
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resultados presentados por los autores en trabajos anteriores (Abellanas et al., 2006; 

Lillo et al., 2005). 
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