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I. INTRODUCCION

Toda teoria parte de supuestos que no son total-
mente ciertos. Eso es precisamente lo que la con-
vierte en teoria. El arte de teorizar acertadamente
consiste en hacer los inevitables supuestos simplifica-
dores de tal forma que el resultado final no dé lugar a
ulteriores consecuencias (1). Un supuesto “decisivo”
es aquel del que dependen las conclusiones, y es im-
portante que los supuestos decisivos sean razonable-
mente realistas. Si los resultados de una teoria pare-
cen surgir de forma especifica de un supuesto
decisivo y si tal supuesto es dudoso, los resultados no
pueden ser fiables.

Me gustaria poder argumentar que se cumple algo
parecido en el modelo Harrod-Domar de crecimiento
econoémico. La conclusion mas caracteristica e im-
pactante de la linea de pensamiento subyacente en
el modelo Harrod-Domar es que incluso el sistema
econdémico a largo plazo se enfrenta, en el mejor de
los casos, a una situacién inestable en el “filo de la
navaja” en términos de crecimiento de equilibrio. Si
alguna vez las magnitudes de los parametros princi-
pales —el coeficiente de ahorro, la relacién capi-
tal-producto, la tasa de aumento de la fuerza laboral—
se alejaran del centro exacto, la consecuencia seria
un creciente desempleo o una inflacion prolongada.
Segun los términos de Harrod, el punto critico del
equilibrio se reduce a la comparacion entre la tasa na-
tural de crecimiento, que, en ausencia de cambios
tecnoldgicos depende del aumento del factor trabajo,
y la tasa garantizada de crecimiento, que depende de
los habitos de ahorro e inversién de los hogares y las
empresas.

Pero resulta que esta oposicién fundamental entre
la tasa garantizada y la natural nace de un supuesto

decisivo segun el cual la produccién tiene lugar en
condiciones de proporciones fijas. En la produccion,
no hay posibilidad de sustituir mano de obra por capi-
tal. Si abandonamos este principio crucial, la nocion
de equilibrio inestable, desaparece con él. De hecho,
no debe sorprendernos que una rigidez tan grande
en una parte del sistema implique falta de flexibilidad
en otra.

Una caracteristica a destacar del modelo Ha-
rrod-Domar es que estudia de manera sistematica los
problemas a largo plazo utilizando las herramientas ha-
bituales para el corto plazo. El largo plazo suele conce-
birse como areas de terreno propio del analisis neocla-
sico, el territorio de lo marginal. Por el contrario, Harrod
y Domar hablan sobre el largo plazo en términos del
multiplicador, el acelerador, “el” coeficiente de capital.
La mayor parte del contenido de este articulo esta de-
dicado a un modelo de crecimiento a largo plazo que
acepta todos los supuestos de Harrod-Domar, excepto
el de las proporciones fijas. En su lugar, doy por su-
puesto que cada bien compuesto se produce me-
diante una combinacién del trabajo y capital de
acuerdo con las condiciones neoclasicas convencio-
nales. Estudiaremos con cierto detalle la adaptacion
del sistema a una tasa de incremento de la fuerza la-
boral determinada exdgenamente, para comprobar si
aparece la inestabilidad de Harrod. Las reacciones pre-
cio-salario-tipos de interés desempenan un importante
papel en este proceso neoclasico de ajuste, por lo que
seran también objeto de andlisis. A continuacion, suavi-
zaremos levemente algunos de los restantes supues-
tos poco flexibles para averiguar el resultado de los
cambios cualitativos que puedan producirse; permitire-
mos un cambio tecnoldgico neutral, asi como un plan
de ahorro de interés elastico. Finalmente, considerare-
mos brevemente las consecuencias de ciertas relacio-
nes y rigideces mas “keynesianas”.

140

PERSPECTIVAS DEL SISTEMA FINANCIERO
N®. 63-64 /1998




il. UN MODELO DE CRECIMIENTO
A LARGO PLAZO

Sélo hay un bien, que constituye la totalidad del
producto y cuyo indice de produccion se designa
como Y(t). De este modo, podemos referirnos sin am-
bigliedades a la renta real de la comunidad. Parte de
lo que se produce en un momento dado se consume
y el resto se ahorra e invierte. La fraccion de producto
ahorrado es una constante, s, por lo que el indice de
ahorro es sY(t). Las existencias de capital K(t) de la co-
munidad adoptan la forma de acumulacion del bien
compuesto. Asi pues, la inversion neta es la tasa de

incremento de este stock de capital dK / dt, o K de

modo que tenemos la siguiente identidad basica en
un momento dado:

K =SY [1]

Los bienes se producen mediante dos factores de
produccién, el capital y el trabajo, cuyo indice de
aportacion es L(t). Las posibilidades tecnoldgicas vie-
nen representadas por la funcién de produccion:

Y =F(K,L) [2]

Debemos concebir la produccion como neta, una
vez deducida la depreciacién del capital. De mo-
mento, todo lo que diremos de la produccion es que
muestra rendimientos constantes de escala. De ahi
que la funcion de produccién sea homogénea en pri-
mer grado. Ello viene a sumarse al supuesto de la au-
sencia de recursos escasos y no aumentables, como
la tierra. Los rendimientos constantes de escala pare-
cen indicar que constituyen el supuesto natural que
debe hacerse en una teorfa del crecimiento. El caso
de la escasez de tierra podria dar lugar a una disminu-
cion de los rendimientos de escala del capital y del
trabajo, y el modelo pasaria a ser de un tipo mas ricar-
diano (2).

Sustituyendo [2] en [1], obtenemos:

K =sF (K,L) (3]

Esta es una ecuacion con dos incognitas. Una ma-
nera de cerrar el sistema seria anadiendo una ecua-
cion de demanda de trabajo; la productividad fisica
marginal del trabajo es igual a la tasa del salario real;
y una ecuacion de oferta de trabajo. Esta Ultima po-
dria adoptar como férmula general hacer que la oferta
de trabajo sea una funcién del salario real o, en térmi-
nos mas clasicos, que este Ultimo se sitle en un nivel
convencional de subsistencia. En cualquier caso, ha-
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bria tres ecuaciones con tres incognitas: K, L, y el sa-
lario real.

En vez de ello, procederemos de una forma mas
acorde con el espiritu del modelo Harrod. Como con-
secuencia del crecimiento exégeno de la poblacion, la
fuerza laboral aumenta segln una tasa relativa cons-
tante n. Si no se producen cambios tecnoldgicos, n es
la tasa natural de crecimiento para el modelo Harrod.
Asi pues,

L(t)=L,e" [4]

En [3], L representa el empleo total. En [4], L re-
presenta la oferta disponible de trabajo. Al identificar
ambas, damos por supuesto que el empleo total se
mantiene constante. Si sustituimos [4] en [3], tendre-
mos:

K =sF (K,L,e™) 5]

Hemos obtenido la ecuacién basica que determina
la senda temporal de la acumulacién de capital que
hay que seguir si se trata de emplear toda la fuerza la-
boral disponible.

Alternativamente, podemos tomar [4] como una
curva de oferta de trabajo. Esta curva nos dice que la
fuerza laboral, que crece exponencialmente, se ofrece
para trabajar de una manera del todo inelastica. La
curva de oferta laboral es una linea vertical que va
desplazando con el tiempo hacia la derecha en la me-
dida en que la fuerza de trabajo crece segun [4]. La
tasa de salario real se ajusta entonces de manera que
toda la poblacion laboral se emplee, y la ecuacién de
la productividad marginal determina la tasa salarial
que regira de hecho (3).

En resumen, [5] es una ecuacion diferencial con la
Unica variable K(t). Su soluciéon nos da el Unico perfil
temporal de las existencias de capital de la comuni-
dad con las que se conseguira el pleno empleo de la
fuerza laboral disponible. Una vez que conozcamos el
trayecto temporal de las existencias de capital y de la
fuerza laboral, podemos calcular, a partir de la funcién
de produccion, el patrén temporal correspondiente de
la produccion real. La ecuacién de la productividad
marginal determina el patrén temporal del indice de
salarios reales. Se da también como supuesto el
pleno empleo del stock disponible de capital. En
cualguier momento del tiempo, las existencias de ca-
pital preexistentes (el resultado de la acumulacién
previa) se ofertan de una forma inelastica. Por ello,
existe una ecuacion similar de productividad marginal
para el capital, que determina la renta real por unidad
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de tiempo para los servicios del stock de capital. Po-
demos contemplar el proceso bajo esta perspectiva:
en un momento determinado, la oferta de trabajo dis-
ponible viene dada por [4]; las existencias de capital
disponibles también constituyen un dato. Dado que el
rendimiento real de los factores debera ajustarse para
producir el pleno empleo de la fuerza laboral y del ca-
pital, podemos utilizar la funcién de produccion [2]
para hallar la tasa actual de produccion. Después, la
propensién al ahorro nos indicara qué parte de la pro-
duccién neta se ahorra y cual se invierte. De este
modo, podemos conocer la acumulacién neta de ca-
pital durante el periodo actual. Esta, afadida al stock
ya acumulado, nos dara el capital disponible para el
siguiente periodo y podremos repetir todo el proceso.

lill. POSIBLES PATRONES DE CRECIMIENTO

Para averiguar si siempre existe una via para la
acumulacion de capital acorde con cualquier indice
de crecimiento de la fuerza laboral, debemos estudiar
la ecuacién diferencial [5] debido a la naturaleza cuali-
tativa de sus soluciones. Como es natural, no vamos a
hallar la solucidon exacta sin especificar la forma
exacta de la funcion de produccion. No obstante, re-
sulta sorprendentemente sencillo aislar algunas pro-
piedades generales, incluso graficamente.

) . . K
Para ello, introducimos una nueva variable r :Z' la

relacion entre capital y trabajo. De aqui, obtenemos
K =rL=rL,e™. Al diferenciar respecto al tiempo, tene-
mos que:

K =L,e" ;+anoe”'

Sustituyamos esto en [5]:

(r+nr)L,e™ =sF (K,L,e™)
No obstante, dados los rendimientos constantes

de escala, podemos dividir ambas variables de F por
L=L,e™, a condicién de multiplicar F por el mismo fac-

tor. Asi:
K 1
Loenl

y si dividimos por el factor comdn obtendremos:

(r+nr)L,e™ :sLOe”‘F(

r=sF(r,1)-nr [6]

Con lo que nos encontramos con una ecuacion di-
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ferencial en la que solo aparece la relacion capi-
tal-trabajo.

Podemos llegar a esta ecuacioén fundamental de
K
una forma un poco menos formal. Dado que r:z,

el indice relativo de cambio de r es la diferencia entre
las tasas relativas de cambio de Ky de L. Es decir:

r K L

r K L
. L
Tenemos, en primer lugar, z:n. En segundo lugar,

K =sF (K,L). Si sustituimos,

SF(K,L)
r=r=—"'"_npr
K

Dividamos ahora F entre L como antes; obsérvese
que ﬁzl,y obtendremos de nuevo [6].
r

La funcion F (r,1) que aparece en [6] es facil de in-
terpretar. Es la curva del producto total en la medida
en que se utilizan cantidades variables r de capital por
unidad de trabajo. Alternativamente, nos da el pro-
ducto por trabajador como una funcién del capital por
trabajador. Asi, [6] establece que el indice de varia-
cion de la relacién capital-trabajo es la diferencia entre
dos términos; uno representa el incremento de capital
y el otro el incremento de trabajo.

Cuando r=0, la relacién capital-trabajo es una

constante y las existencias de capital deben aumentar
en la misma proporcion que la fuerza de trabajo, a la
que llamaremos n. (La tasa garantizada de creci-
miento, garantizada por la tasa real correspondiente de
rendimiento del capital, es igual a la tasa natural). En el
gréfico 1, la recta que parte del origen con pendiente n
representa la funcion nr. La otra curva es la funcion
sF(r,1). En el gréfico, pasa por el origen y sigue una li-
nea convexa hacia arriba; no hay producto, a menos
que ambos insumos sean positivos, y la productividad
marginal del capital sea decreciente, como seria el
caso, por ejemplo, en la funcion Cobb-Douglas. En el

punto de interseccién, nr=sF(r,1)y r=0. Si la ratio r*

capital-trabajo se estabilizara, se mantendria, y el ca-
pital y el trabajo crecerian proporcionalmente a partir
de ese punto. Mediante rendimientos constantes de
escala, el producto real crecera también al mismo in-
dice relativo n, y el producto per cépita de la fuerza la-
boral sera constante.

Pero sir#r’, {como evolucionard la relacion capi-
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tal-trabajo a lo largo del tiempo? A la derecha del
punto de interseccion, cuando r > r”,nr > sF(r,1)y po-
demos deducir de [6] que r disminuira hacia r*. A la
inversa, si inicialmente r<r’, el grafico muestra que
nr < sF(r,1),r >0, entonces r aumentard hacia r*. Asi,
el valor de equilibrio r* es estable. Cualquiera que sea
el valor inicial de la ratio capital-trabajo, el sistema
evolucionaré hacia un estado de crecimiento en equili-
brio con una tasa natural. El patrén temporal, tanto del
capital como del producto, no sera exactamente ex-
ponencial, sino asintotico (4). Si las existencias inicia-
les de capital estan por debajo de la ratio de equili-
brio, el capital y el producto creceran a un ritmo mas
rapido que la fuerza laboral hasta que se alcance la ra-
tio de equilibrio. Si la ratio inicial esta por encima del
valor de equilibrio, capital y producto crecerdn mas
lentamente que la fuerza laboral. El crecimiento del
producto se sitla siempre entre el crecimiento del tra-
bajo y del capital.

Desde luego, la fuerte estabilidad que apreciamos
en el grafico 1 no es inevitable. El ajuste estable del
capital y producto hacia un estado de crecimiento
equilibrado se produce debido a la forma en que he
dibujado la curva de productividad F (r,1). A priori, son
posibles otras muchas configuraciones. Por ejemplo,
en el gréafico 2 hay tres puntos de interseccién. Si lo
examinamos, veremos que r, y r, son estables, pero
no asi r,. Dependiendo de la relacion capital-trabajo
inicialmente observada, el sistema se encaminara ha-
cia un crecimiento de equilibrio en la relacion capi-
tal-trabajo r,, 0 hacia r,. En cada caso, la oferta de tra-
bajo, las existencias de capital y el producto real
aumentaran asintéticamente hacia el indice n, pero al-
rededor de r, habrd menos capital que cerca de r;,
con lo que el nivel de producto per capita sera menor
en el primer caso que en el segundo. El equilibrio sig-
nificativo dentro del crecimiento compensado se pro-
duce en r, para una ratio inicial que se encuentre en
cualquier punto entre 0 y r,, y en r, para toda ratio ini-
cial superior a r,. La ratio r, constituye en si misma una
ratio de crecimiento de equilibrio, pero inestable; cual-
quier perturbacion accidental se magnificara con el
paso del tiempo. Hemos dibujado el gréfico 2 de
modo que sea posible el producto sin capital; de ahi
que el origen no sea una configuracion de “creci-
miento” de equilibrio.

No obstante, ni siquiera el grafico 2 agota todas
las posibilidades. Es posible que no exista ningin
crecimiento compensado de equilibrio (5). Se
puede convertir cualquier funcién no decreciente
F(r,1) en una funcién de producciéon de rendimien-
tos constantes de escala, multiplicAndola simple-
mente por L. El lector puede elaborar una amplia va-
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GRAFICO |

GRAFICO 2

& nr

sF(rl)

riedad de esas curvas y examinar las soluciones resul-
tantes en [6].

En el grafico 3 se muestran dos posibilidades,
junto con una recta nr. En ambas ha disminuido
desde el principio la productividad marginal, y una se
encuentra totalmente por encima de nr, mientras que
la otra esté por debajo, también en su totalidad (6). El
primer sistema es tan productivo y ahorra tanto que el
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GRAFICO 3

r & S| F! (rl)

nr

= 5P (1)

-

pleno empleo perpetuo incrementara la ratio capi-
tal-trabajo (asi como el producto per capita) sin nin-
guna limitacion; tanto el capital como la renta aumen-
tan con mayor rapidez que la oferta de trabajo. El
segundo sistema es tan improductivo que el trayecto
hasta el pleno empleo so6lo conduce a una eterna dis-
minucion de la renta per capita. Dado que la inversion
neta siempre es positiva y que la oferta de trabajo au-
menta, la renta total sélo puede ascender.

La conclusiéon basica de este andlisis es que,
cuando tiene lugar la produccion bajo las condiciones
neoclésicas habituales de proporciones variables y
rendimientos constantes de escala, no es posible una
oposicion simple entre la tasa de crecimiento natural y
garantizada. Puede ser que no se sitle nunca en el
filo de la navaja (de hecho, en el caso de la funcién de
Cobb-Douglas, no puede ocurrir nunca). El sistema
puede ajustarse a cualquier tasa de crecimiento de la
fuerza laboral, y, al final, alcanzar un estado de expan-
sién proporcional estable.

IV. EJEMPLOS

En este apartado me propongo trabajar breve-
mente con tres ejemplos, tres elecciones simples de
la forma de la funcién de produccion para los cuales
es posible resolver la ecuacion diferencial basica [6]
de forma explicita.

Ejemplo 1: Proporciones fijas. Este es el caso de

Harrod-Domar. Requiere a unidades de capital para
producir una unidad de producto; y b unidades de tra-
bajo. Asi, a es un coeficiente de aceleracién. Desde
luego, una unidad de producto puede producirse con
mas capital y/o trabajo (las isocuantas son angulos
rectos); el primer cuello de botella con que nos en-
contremos limitara el indice de producto. Esto puede
expresarse en la forma [2], afirmando que:

Y:F(K,L):min(ﬁ,éj
ab

en donde “min(...)" significa el menor de los nimeros
entre paréntesis. La ecuacién diferencial basica [6]
pasa a ser:

. . (r 1)
r=smin| —,— |-nr
ab
Evidentemente, para una r muy pequena debe
ocurrir que £<%, de forma que, en este rango,
a

©Sr S .
r=—-nr :[——n]r. Pero cuando , es decir,

r 1
—_ —
a a b

a=

a o3 S ;
cuando rzE, la ecuacion pasa a serr =E—nr. Es mas
facil comprender su funcionamiento en un grafico. En
Gips " (r1 .
el grafico 4, la funcion s min P esta representada
a
por una linea discontinua: la recta que va del origen,
; S a
con una pendiente — hasta que r alcanza el valor 5 Y,
a

. . . ' S
a partir de ahi, una linea horizontal a la altura o En el

S . .
modelo Harrod, — es la tasa garantizada de creci-
a

miento.

Tenemos ahora tres posibilidades:

S
(@) n, >=, la tasa natural es mayor que la tasa ga-
a

rantizada. Podemos deducir del grafico 4 que n,r

; . (r 1 )

siempre es mayor que s min o , por lo que r siem-
a

pre disminuye. Supongamos que el valor inicial de la
;7 ; ; a S
relacion capital-trabajo es r, >E' entonces, rzg—mr,

” S |- S
cuya solucion es r=(ro ———]e ”"+—b. De este

nb n,

N .S .
modo, r disminuye hacia -5 que, en cambio, es me-
n1

a g .
nor que 5 En un punto temporal facilmente calcula-
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GRAFICO 4

a )
ble, al que llamaremos t,, r alcanza 5’ A partir de en-
* (S iz a (£-n)(t-t
tonces, rz[——n1 jr, cuya solucién es r =— e(“ ) v,
a b
S T .
Como =<n,, r disminuira hasta cero. En el instante t,,
a

a ) )
cuando r:E, la oferta laboral y las existencias de ca-

pital se hallaran equilibradas. A partir de ese mo-
mento, conforme disminuya la ratio capital-trabajo, el
trabajo pasaré a ser redundante y crecera el alcance
de dicha redundancia. La medida del desempleo
puede calcularse a partir del hecho de que K =r L,e™
recordando siempre que, cuando el capital es el factor

- K
que causa el cuello de botella, la produccion es —y el
a

empleo es bﬁ.
a

_S

(b) n, ==, las tasas natural y garantizada son igua-
a

- a
les. Siinicialmente r >5' de modo que el cuello de bo-

tella lo produce el trabajo, entonces r disminuye hasta

a s o5 S

s y permanece en ese valor. Si inicialmente r <—, en-
a

tonces r permanece constante a lo largo del tiempo,
en una especie de equilibrio neutral. Las existencias
de capital y la oferta laboral crecen a una tasa comun
n,; se mantiene cualquier redundancia porcentual del
trabajo que pudiera existir inicialmente.
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S .
c) n, <=, la tasa garantizada es mayor que la na-
*a

tural. Formalmente, la solucion es exactamente la
misma que en el caso (a), sélo que reemplazamos n,
por n,. Se da una relacion de capital y produccion en

equilibrio estable en el punto en que r:i. Pero en
n,b

este caso, el capital es redundante, como podemos
observar por el hecho de que la productividad margi-
nal del capital haya caido a cero. La proporcion de
existencias de capital que se emplean efectivamente
en el crecimiento de equilibrio es de %. No obs-
tante, dado que las existencias de capital crecen (con
una tasa asintéticamente igual a n,), la medida abso-
luta del exceso de capacidad también lo hace. Esta
apariencia de redundancia, independiente de cual-
quier movimiento precios-salarios, es consecuencia
de las proporciones fijas y otorga al modelo Ha-
rrod-Domar su caracter de equilibrio rigido.

Como minimo, podemos imaginar una funcién de
produccion tal que, si r sobrepasa un valor criticor,,,,
el producto marginal del capital desciende a cero, y si
r no alcanza otro valor criticor,;,, el producto marginal
del trabajo pasa a ser cero. Para las relaciones inter-
medias capital-trabajo, las isocuantas son las habitua-
les. El grafico 4 comienza con una parte lineal para
0<r<r,,,, pasa después por una fase como la del gra-
fico 1 para r,,, <r <ru Y termina finalmente con un
tramo horizontal para r >r, . Hay toda una zona de
tasas de crecimiento de la oferta de trabajo que con-
duce a un equilibric como el del gréafico 1. Para valo-
res de n por debajo de esta zona, el resultado final se-
ria una redundancia de capital, y para valores de n por
encima de esta zona, redundancia de trabajo. En la
medida en que las proporciones de los factores sean
muy variables a largo plazo, la zona intermedia de ta-
sas de crecimiento sera amplia.

Ejemplo 2: La Funcién Cobb-Douglas. Las propie-
dades de la funcién Y =K? L'~* son de sobra conoci-
das y no necesitan comentario. En el grafico 1 se des-
cribe la situacion, con independencia de la eleccion
de los parametros a y n. La productividad marginal del
capital se eleva indefinidamente, a medida que dismi-
nuye la relaciéon capital-trabajo, de modo que la curva
sF(r,1) debe subir por encima de la recta nr. No obs-
tante, dado que a<1, la curva cruzara finalmente la
recta desde arriba y se mantendra posteriormente por
debajo de la misma. De este modo, el comporta-
miento asintotico del sistema es siempre el de creci-
miento equilibrado a la tasa natural.
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. La ecuacion diferencial [6] es en este caso
r=sr® —nr. De hecho, es mas facil volver a la ecuacion
sin transformar [5], que ahora seria:

K=sK® (L,e")'"* [7]

Esta ecuacion puede integrarse directamente, con
lo que la solucién es:

1

K(t):{Kg Ll e”b’} b

en donde b=1-a, y K, son las existencias iniciales de
capital. Podemos ver faciimente que, a medida que

aumenta t, K(f) crece basicamente en la forma

s . ) .
21" [ e™ es decir, con la misma tasa de creci-
0

n
miento que la fuerza laboral. El valor de equilibrio de

1/b
.7 . . * S
la relacion capital-trabajo es r =(—j . Ello se com-
n

prueba sustituyendo }zo en [6]. Es razonable que

esta relacion de equilibrio sea tanto mayor cuanto
mas alta sea la ratio de ahorro y mas baja la tasa de
incremento de la oferta de trabajo.

Es facil calcular el patron temporal del producto real
a partir de la propia funcion de produccién. De forma
obviamente asintotica, Y se comportarda como Ky L, es
decir, creciendo a la tasa relativa n. La renta real per céa-
pita de la fuerza laboral, Y/L, tiende a alcanzar el valor
(s/n)*®. De hecho, con la funcién Cobb-Douglas,
siempre es cierto queY / L=(K / L)? =r?. De ello se si-
gue que el valor de equilibrio de K/Y es s/n. No obs-
tante, K/Y es el “coeficiente de capital” segun los tér-
minos de Harrod, es decir, C. De modo que en el
crecimiento de equilibrio a largo plazo, tendremos
que C = s/n, o que n = s/C. La tasa natural es igual
que “la” tasa garantizada, no por casualidad, sino
como consecuencia de los ajustes oferta-demanda.

Ejemplo 3. Obtenemos toda una familia de funcio-
nes de producciéon con rendimientos constantes de
escala mediante Y =(aK” +L")"?. Se diferencia de la
familia Cobb-Douglas en que es posible la produccion
con solo un factor. No obstante, comparte la propie-
dad de que si p <1, la productividad marginal del capi-
tal pasa a ser infinitamente grande a medida que la ra-
tio capital-trabajo tiende a cero. Si p>1, las isocuantas
tienen una convexidad “incorrecta”. Cuando p=1, las
isocuantas son lineas rectas, perfectamente sustitui-
bles. Me limitaré al caso en que 0<p<1, que nos da
los habituales rendimientos marginales decrecientes.
De otro modo, serfa muy delicado insistir en el pleno
empleo de ambos factores.
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En particular, consideraremos que p=1/2, de
modo que la funcion de produccién pasa a ser:

Y =(avK ++/L)? =a®K + L+2a~/KL
La ecuacion diferencial basica es:
r=s(aJr +12 —nr (8]
Esta ecuacion puede expresarse asi:
r=s[(@®—n/s)r+2avr +1=s (AVr +1)(BJr+1)

en donde A=a—-n/s y B=a+./n/s. La solucion
esta implicita:

1A -8
[A\/FFI] (B«/F+1] :e\/"_“ 9]

A\/EH Br,+1

Una vez mas, es mas sencillo referirnos a un dia-
grama. Hay dos posibilidades, que se ilustran en el
grafico 5. La curva sF(r,1) comienza a la altura s
cuando r=0. Si sa® >n, no hay crecimiento de equili-
brio; la ratio capital-trabajo aumenta indefinidamente,
al igual que el producto real per cépita. El sistema es
altamente productivo y tiene un nivel de aho-
rro-inversion a pleno empleo suficiente para ampliarse
con gran rapidez. Si sa® < n, hay un crecimiento de
equilibrio estable, al que se llega segln la solucién
[9]. Podemos hallar la ratio de equilibrio capi-
tal-trabajo haciendo r=0en [8]. Esr" =(1/ n/ s —a)?.
A continuacioén, se puede calcular que la renta per céa-
pita prevalente en el estado restrictivo de crecimiento
es 1/ (1-a4/s / n)?. Es decir, la renta real per cépita de
la fuerza laboral se elevara hasta este valor si co-
mienza por debajo, o viceversa.

V. COMPORTAMIENTO DE LOS TIPOS
DE INTERES Y SALARIOS

Los patrones de crecimiento analizados en las sec-
ciones anteriores pueden contemplarse de dos for-
mas. Desde un cierto punto de vista, no tienen signifi-
cacioén causal, sino que indican simplemente el curso
que habran de tomar la acumulacién de capital y la
produccion real si no han de aparecer ni el desempleo
ni un exceso de capacidad. Sin embargo, desde atro
punto de vista, podemos preguntarnos qué tipo de
comportamiento del mercado hard que el modelo
econdmico siga el patron de crecimiento equilibrado.
En este sentido, ya se ha dado por supuesto que la
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creciente fuerza laboral y el stock de capital existente
se comportan de forma inelastica dentro del mercado,
mientras que los salarios reales y la renta real del ca-
pital se ajustan de forma instantanea para equilibrar el
mercado. No obstante, si las decisiones de ahorro e
inversion se realizan de forma independiente, podran
satisfacerse ciertas condiciones adicionales de efi-
ciencia marginal del capital. El proposito de esta sec-
cion es establecer el comportamiento de pre-
cios-salarios-intereses que sea apropiado para los
patrones de crecimiento esbozados anteriormente.

El sistema se refiere a cuatro precios: (1) El precio
de venta de una unidad de producto real (y dado que
el producto real sirve también como capital, se consi-
derara también como el precio de transferencia de
una unidad del stock de capital), es decir, p(f). (2) La
tasa de salario monetario, w(f). (3) La renta monetaria
por unidad de tiempo de una unidad del stock de ca-
pital, g(f). (4) La tasa de interes, i(t). Uno de ellos
puede eliminarse inmediatamente. En el sistema real
en el que trabajamos, no es posible determinar el nivel
absoluto de precios. Asi, pues, podemos tomar como
dado p(t), el precio del producto real. Algunas veces
sera conveniente tomar p como una constante.

En una economia competitiva, los salarios reales y
las rentas reales vienen determinadas por las ecuacio-
nes tradicionales de la productividad marginal:

oF _w

i [10]

oF_q

oK p

Noétese de paso que, con constantes rendimientos

de escala, las productividades marginales sélo depen-

den de la ratio capital-trabajo r y no de ninguna canti-
dad de escala (7).

(1]

La renta real del capital g/p es una tasa propia de
interés, es el rendimiento del capital, en unidades de
stock de capital. Un propietario de capital puede in-
crementar sus posesiones mediante la obtencion de
rendimientos y su reinversién, como interés com-
puesto a la tasa instantanea variable q/p, es decir, de

tq/ pat

la forma eI . En condiciones de arbitraje perfecto
hay una relacién intima muy conocida entre la tasa
monetaria de interés y la tasa propia del bien, a saber:

a e
p(t) p(t)
Si el nivel de precios es de hecho constante, coin-

i(t)= (12]
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cidiran la tasa propia y la tasa de interés. Si el nivel de
precios desciende, la tasa propia debe superar a la
tasa de interés para inducir a la gente a que posea
bienes. Podemos comprobar de mdltiples maneras
que la relacion exacta es como en [12]. Por ejemplo,
el propietario de 1 dolar en el momento t, tiene dos
opciones: puede prestar el dinero durante un breve
espacio de tiempo, digamos hasta t + h, y ganar un
interés de, aproximadamente, i(t)h; o puede comprar
1/p unidades de producto, conseguir unos rendimien-
tos de (g/p)h, y entonces, vender. En el primer caso,
poseera 1 + i(t)h al final del periodo; en el segundo
caso, tendra q(t) / p(t)h + p(t+h) / p(t). En equilibrio,
estas dos cantidades deben ser iguales:

p(t+h)

1+i(t)h:q—(9h+
p(t)

p(t)
o bien,

,-(t)h:ﬂmp(“h)—f’(t)
p () p ()

Si dividimos ambos términos por h y suponemos
que h tiende a cero, obtenemos [12]. De este modo,
esta condicion iguala el atractivo de poseer la riqueza
bajo la forma de acciones de capital o de fondos pres-
tables.

Otro modo de derivar a [12] y obtener cierta pers-
pectiva de su papel en nuestro modelo es observar
que p(t), el precio de transferencia de una unidad de
capital, debe ser igual al valor actual de su flujo futuro
de rendimientos netos. De este modo, con una previ-
sion perfecta de los rendimientos y tasas de interés fu-
turos:

u

® -Ii(z)dz
pi)=fqWe "  du

Si diferenciamos respecto al tiempo, obtendremos
[12]. De este modo, dentro de los estrechos limites de
nuestro modelo (en particular, la ausencia de riesgo,
la propensiéon media fija al ahorro y carencia de com-
plicaciones monetarias), la tasa monetaria de interés y
los rendimientos a los propietarios del capital perma-
neceran exactamente en la relacion precisa para indu-
cir a la comunidad a poseer el stock de capital exis-
tente. La ausencia de riesgo e incertidumbre se deja
sentir sobre todo en la ausencia de preferencias sobre
los activos.

Dado el nivel absoluto de precios p(t), las ecuacio-
nes [10]-[12] determinan las otras tres variables del
precio, cuyo comportamiento puede asi calcularse
una vez que conocemos el patrén concreto de creci-
miento.
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Antes de senalar como se desarrollaran los célculos
en los ejemplos de la seccion |V, es posible tener una
vision esquematica general, en especial si hay un equi-
librio estable de crecimiento compensado. En el gra-
fico 6 se muestra el mapa ordinario de isocuantas de la
funcién de produccién F(K,L), asi como algunos tipos
posibles de patrones de crecimiento. En el gréfico 6 se
representa una determinada ratio capital-trabajo r* me-
diante una recta que parte del origen, con pendiente r*.
Supongamos que se da una ratio r* asintética estable;
en este caso, todos los patrones de crecimiento que se
derivan de condiciones iniciales arbitrarias se acerca-
ran a la recta en el limite. Mostramos dos de dichos pa-
trones, que parten de los puntos iniciales P,y P,. Dado
que en el gréfico 1 el acercamiento de r a r* era mono-
ténico, los patrones deben tener el aspecto que apa-
rece en el gréfico 6. Vemos que si la ratio inicial capi-
tal-trabajo es mayor que el valor de equilibrio, la ratio
desciende, y viceversa.

El grafico 7 corresponde al grafico 2. Hay tres rec-
tas “de equilibrio”, pero la mas interior es inestable. La
recta interior es la linea divisoria entre las condiciones
iniciales que conducen a una de las rectas estables y
las que conducen a la otra. Por supuesto, todas las
sendas se dirigen hacia arriba y hacia la derecha, sin
curvarse hacia abajo; Ky L aumentan siempre.

El lector puede dibujar un diagrama que corres-
ponda al grafico 3, en el que los patrones de creci-
miento pasen a ser rectas cada vez méas empinadas, o
cada vez mas llanas, que significaran, respectiva-
mente, r ” “ o bien que r~ °. Debo subrayar de nuevo
que Ky L, y, por tanto, Y, aumentan, perosir”° Y /L
descendera.

Gracias a los rendimientos constantes de escala,
sabemos ahora que a lo largo de una recta que parte
del origen, la pendiente de las isocuantas es cons-
tante. Ello expresa el hecho de que los productos
marginales solo dependen del factor ratio. Pero en
competencia, la pendiente de la isocuanta refleja la ra-
tio de los precios de los factores. Por ello, a una r* es-
table como la del grafico 6, corresponde una ratio de
equilibrio w / g. De la misma manera, si las isocuantas
tienen la convexidad normal, parece evidente que,
conforme r asciende hasta r*, la ratio w / g sube hasta
su valor limite, y lo contrario si r baja.

En el caso inestable en que r tiende a infinito o a
cero, puede ocurrir que w / g tienda a infinito o a cero.
Por otro lado, si las isocuantas llegan a los ejes con
pendientes intermedias entre la vertical y la horizontal,
la ratio w / p del precio de los factores tendera a un Ii-
mite finito.
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GRAFICO 5

2
sja”>n

2
w S;a° < n

También puede ser Util senalar que la pendiente de
la curva F(r,1) es la productividad marginal del capital
al valor correspondiente de r. Por tanto, podemos tra-
zar el curso de los rendimientos reales q/p en los
graficos 1, 2 y 3. Recordemos que en dichos diagra-
mas F(r,1) se ha visto reducida por el factor s, al igual
que la pendiente de la curva. F(r,1) representaaY / L,
la produccion por unidad de trabajo, como una fun-
cion de la ratio capital-trabajo.

Por lo general, si existe un patrén estable de
crecimiento, la caida en el salario real o en la renta
real necesarias para alcanzarlo pueden no ser en
absoluto catastréficas. Si hay una reduccién inicial
de trabajo (comparado con la ratio de equilibrio), el
salario real debera caer. Cuanto mas alta sea la
tasa de aumento de la fuerza laboral y méas baja
sea la propensién al ahorro, mas baja seré la ratio
de equilibrio, y, por tanto, mas tendra que caer el
salario real. No obstante, la caida no es indefinida.
Le debo a John Chipman la observacién de que
este resultado contradice directamente la posicidon
de Harrod (8), quien afirma que seria precisa una
tasa de interés en perpetua caida para mantener el
equilibrio.

En el caso Harrod-Domar, se producen cambios
catastréficos en los precios de los factores, pero de
nuevo es consecuencia del supuesto especial de las
proporciones fijas. He analizado en otro lugar el com-
portamiento de los precios de los factores en el mo-
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delo Harrod (9), pero describi alli el nivel de los pre-
cios y la tasa de interés, pero omiti cualquier
consideracion sobre los precios de los factores. De
hecho, no hay gran cosa que decir. Las isocuantas,
en el caso de Harrod, son angulos rectos, lo que ha-
bla por si mismo. Volviendo al gréfico 4, si la ratio ca-
pital-trabajo observada es mayor que a/ b, el capital
es absolutamente redundante, su producto marginal
es cero y todo el valor del producto se imputa al tra-
bajo. Asi, g=0,y bw=p,de modo que w=p/b.Silar
que hemos observado es menor que a/ b, el trabajo
es absolutamente redundante y w=0, con lo que
g=p/a. Sieltrabajo y el capital estdn compensados,
r=a/ b, con lo cual, obviamente, no es posible impu-
tar ninguna fraccion especifica del producto al trabajo
ni al capital por separado. De lo Unico que podemos
estar seguros es de que volveremos a imputar el valor
total de una unidad de producto p a la dosis com-
puesta de a unidades de capital y b unidades de tra-
bajo (siendo escasos ambos factores). Por tanto, w y
g pueden tener cualquier valor, sélo sujeto a la condi-
cién ag+bw =p,aq / p+bw / p=1. Asi, en el grafico 4,
capital o trabajo deben ser redundantes en cualquier
punto, excepto enr=a/ b, en el que los precios de los
factores son indeterminados. Y sélo en circunstancias
especiales se cumple quer=a/b.

Consideraremos a  continuaciéon el caso
Cobb-Douglas: Y=K*L"® y q/p=a(K/L)*" =ar®".

Por tanto, w / q:1_—a r. Podemos calcular facilmente
a

las pautas temporales exactas de los precios reales
de los factores a partir de la soluciéon de [7], pero no
ofrecen un interés especial. No obstante, ya afirma-
mos que la ratio restrictiva capital-trabajo es (s / n)""®.
De ahi que la tasa salarial real de equilibrio sea
(1-a)(s / n)*™* y que la renta real de equilibrio sea
an/s. Estas conclusiones son, cualitativamente, las
que estdbamos esperando. Como siempre sucede
con la funcién Cobb-Douglas, la cuota de trabajo en la
produccién real es constante.

Nuestro tercer ejemplo nos aporta una cierta varie-
dad. A partir de Y =(avK ++/L)? , podemos calcular

que dY /dL=a %+1:a«/7+1‘ En los casos en los

que existe un crecimiento de equilibrio compensado,
f 2

; s . 1
(véase final del apartado V), r = ——| ;
Jn/s-a

real es de
Previamente, habia-

salario  limite

1
- )
,/n/s—a+ 1-a\s/n

mos calculado que, en crecimiento de equilibrio,

por tanto, el
w/p=

GRAFICO 6

i K=r*L

GRAFICO 7

Y/L= . No obstante, la cuota relativa del

2

o

1-ays/n
trabajo es de (w / p)(L/Y)=1-a4/s / n. No es como en
el caso de la Cobb-Douglas, en la que las cuotas rela-
tivas son independientes de s y de n, y sélo dependen
de la funcién de produccién. Aqui podemos ver que,
en situacién de crecimiento de equilibrio, el peso rela-
tivo del trabajo es mayor cuanto mas alta sea la tasa
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de incremento de la fuerza laboral, y cuanto menor
sea la propension al ahorro. De hecho, como era de
esperar, cuanto mas rapido sea el aumento de la
fuerza laboral méas bajos seran los salarios reales en el
estado de equilibrio de crecimiento estable; pero los
salarios reales mas bajos permiten todavia que la
cuota de utilidad real sea mayor para una mayor
fuerza de trabajo.

VI. AMPLIACIONES

Cambio tecnoloégico neutral. En principio, pode-
mos contemplar cambios perfectamente arbitrarios a
lo largo del tiempo en la funcién de produccién, pero
es poco probable que nos lleven a conclusiones siste-
maticas. Un tipo de cambio tecnolégico especial-
mente facil es el que se limita a multiplicar la funcion
de produccioén por un factor de escala creciente. De
esta manera, alteramos [2] para obtener:

Y=A(t)F(K,L) [13]

El mapa de isocuantas no se altera, pero el nu-
mero de produccién asociado a cada isocuanta se
multiplica por A(t). Podemos comprobar como se ve
afectada la ratio de equilibrio capital-trabajo (ahora en
constante cambio) en un diagrama como el del gra-
fico 1, si ampliamos la funcién sF(r,1).

El caso Cobb-Douglas funciona de forma muy sen-

cilla. Tomemos A(t) = e%, con lo que la ecuacion dife-
rencial basica pasa a ser:

;( :SegtKa (Loent )1—a :SK3L01—ae(n(1—a)+g)z

cuya solucion es:

1/b
K(t)y=| K> ——2S_ o4 B8 Lobe‘”b*g”}

nb+g nb+g

en la que de nuevo b=1-a. A largo plazo, las existen-
cias de capital aumentan a la tasa relativa n+g/b
(comparada con n, cuando no haya cambio tecnolé-
gico). La tasa final de aumento del producto real es
n+ag/b.No sblo es méas rapida que n, sino que (si
a>1/2), puede ser incluso mas rapida que n + g.
Ello' se debe desde luego a que un mayor producto
real implica mayor ahorro e inversion, lo cual contri-
buye a complicar aiin mas la tasa de crecimiento. En
realidad, la ratio capital-trabajo nunca alcanzara un
valor de equilibrio, sino que crecera constantemente.
Desde luego, el aumento en la velocidad de creci-
miento de la fuerza laboral nunca podra igualar la ca-
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pacidad de inversién, siempre en aumento. Es por
ello que K / L aumenta, creciendo al final a una tasa
g/ b.Sila ratio inicial capital-trabajo es muy elevada,
es posible que caiga al principio, pero volvera a tener
un comportamiento asintético, tal como hemos indi-
cado.

Dado que, al final, la ratio capital-trabajo crece sin
limite, lo que sigue de ello es que los salarios reales
creceran mas y mas. Por otra parte, la propiedad es-
pecial de la funcién de Cobb-Douglas es que la cuota
relativa de trabajo es constante en 1—a. Los restantes
hechos basicos estructurales surgen de lo que ya se
ha indicado. Por ejemplo, dado que Y crece al final a
una tasa n+ag /by K lo hace a una tasa n+g/ b, el
coeficiente de capital K/Y crece a una tasa
n+g/b-n-ag/b=g.

La oferta de trabajo. Por lo general, deseariamos
hacer que la oferta de trabajo fuera una funcién de
la tasa salarial real y del tiempo (dado que la fuerza
laboral estad en crecimiento). Suponemos que
L=L,e™, es decir, que la curva de oferta de trabajo
es completamente inelastica con relacién al salario
real y que se desplaza hacia la derecha segun el ta-
mano de la fuerza laboral. Podemos hacer una ge-
neralizacion, dando por supuesto que, cualquiera
que sea el tamano de la fuerza laboral, la proporcién
que se ofrezca dependera del salario real. Concreta-

mente:
h
L=L,e" [ﬂj
p

Otra forma de describir este supuesto es compro-
bar que se trata de una ampliacion de la escala de
una curva de elasticidad constante. En un andlisis de-
tallado, este determinado patron de oferta de trabajo
debera modificarse en los salarios reales muy altos,
puesto que, dado el tamano de la fuerza laboral, hay
un limite superior para la cantidad de trabajo que se
puede ofrecer, y [14] no refleja este hecho.

(14]

Nuestra anterior ecuacion diferencial [6] para la ra-
tio capital-trabajo se complica ahora un poco mas. Si
para simplificar hacemos constante el nivel de pre-
cios, tenemos:

r=sF(r,1)-nr- h¥ [6a]
w

Debemos anadir a [6a] la condicién [10] de pro-
ductividad marginal g—f:ﬂ. Dado que el producto
p

marginal del trabajo sélo depende de r, podemos eli-
minar w.
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No obstante, esto suele crear complicaciones, y
por ello, retorno de nuevo a la funcién mas manejable
de Cobb-Douglas. En ese caso, [10] se transforma en

Y ~(1-a)r®
p
y, de ahi, en
w
w

T e 3

Tras una pequena manipulacién, [6a] puede ex-
presarse asi:

ah

;:(sF(r,1)—nr)(1+T)_

que nos ofrece una perspectiva de como cambian las
cosas con una oferta laboral elastica. En primer lugar,
aun existe un estado de equilibrio de crecimiento,
cuando el término de la derecha es igual a cero, y to-
davia es estable, cercano a las condiciones iniciales.
Por otra parte, la ratio de equilibrio capital-trabajo no

ha variado, dado que r pasa a ser cero exactamente
donde lo hizo antes. Por supuesto, no siempre ocurre
asi; es consecuencia del plan especial de oferta labo-
ral [14]. Dado que r se comporta en gran medida de la
misma manera, también lo haran las cantidades que
solo dependan de r, como el salario real.

El lector amante del detalle puede demostrar que,
a largo plazo, las existencias de capital y el producto
real creceran a la misma tasa n que la fuerza laboral.

Si damos por sentado de manera general que
L=G(t,w / p), entonces [6] adoptara la forma

tw— [6b]

Si ;=O, entonces vI/=O, y la ratio de equilibrio capi-
tal-trabajo viene determinada por:

sF(rn=L
G ot

A no ser que 1/G 0G/ dt sea siempre igual a n,
como sucede en [14], la ratio de equilibrio capi-
tal-trabajo quedara afectada por la introduccién de
una oferta de trabajo elastica.

Ratio variable de ahorro. Hasta ahora, a pesar de lo

que pudiera ocurrir en el modelo, siempre ha habido
crecimiento, tanto de la fuerza laboral como de las

existencias de capital. El crecimiento de la fuerza la-
boral venia dado de forma exdgena, mientras que el
de las existencias de capital era inevitable porque to-
mabamos la ratio de ahorro como una constante ab-
soluta. Siempre que la utilidad real fuera positiva, de-
bia resultar una formacion positiva de capital neto.
Ello excluye la posibilidad de un estado estacionario
del tipo Ricardo-Mill, y sugiere el experimento de ha-
cer que la tasa de ahorro dependa del rendimiento del
capital. Si el ahorro puede bajar a cero cuando la utili-
dad es positiva, es posible que la inversion neta cese
y que las existencias de capital, al menos, pasen a ser
estacionarias. No obstante, la fuerza laboral seguira
creciendo; nos llevaria muy lejos de nuestro objetivo
seguir el modo clasico con una teoria del crecimiento
de la poblacién y una oferta fija de tierra.

El modo mas sencillo de dejar que la tasa de inte-
rés o los rendimientos del capital influyan en el volu-
men de ahorro es conseguir que la fraccién de la utili-
dad que se ahorre dependa de los rendimientos
reales de los propietarios del capital. De este modo, el
ahorro total sera s(g/ p)Y . En una situacion de rendi-
mientos constantes de escala y de competencia, el
rendimiento real sélo dependera de la ratio capi-
tal-trabajo, por lo que podremos convertir facilmente
la ratio de ahorro en una funcion de r.

Todos estamos familiarizados con las discusiones
no concluyentes, tanto abstractas como econométri-
cas, acerca de si el tipo de interés ejerce verdadera-
mente un efecto independiente en el volumen de aho-
rro, y, si es asi, en qué direccién lo hace. Sin
embargo, a efectos de este experimento, la suposi-
cién mas natural que podemos hacer es que la ratio
de ahorro depende positivamente del rendimiento del
capital (e inversamente, por tanto, de la ratio capi-
tal-trabajo).

Por conveniencia, me permitirdn omitir el paso de
g/p ar através de la productividad marginal y que ex-
prese simplemente el ahorro como s(r)Y. Por tanto, la
Unica modificacién de la teoria es que la ecuacion fun-
damental [6] pasa a ser

r=s(r)F(r,1)—nr [6¢]

El tratamiento grafico es en gran parte el mismo
que antes, excepto que ahora debemos incluir el fac-
tor variable s(r). Puede ocurrir que si r es lo suficiente-
mente grande, s(r) sea cero. (Este caso sélo se dara
si, primero, hay una renta real tan baja que cesa el
ahorro, y, segundo, si la funcién de produccién es tal
que una ratio capital-trabajo muy alta hara descender
las rentas reales hasta ese valor critico. No todas las
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funciones de produccion satisfacen esta ultima condi-
cién). Si es asi, s(r)F(r,1) sera igual a cero para cual-
quier r lo bastante grande. Si F(0,7) = 0, es decir, si no
hay produccion posible sin capital, s(r)F(r,1) debe vol-
ver a cero en el origen, con independencia de lo ele-
vada que sea la ratio de ahorro. Pero tampoco esto es
inevitable. Se ofrece una posible representacion en el
grafico 8. Como es habitual, hallamos r*, la ratio de

equilibrio capital-trabajo, poniendo r=0en [6¢c]. En el
grafico 8 el equilibrio es estable, y, al final, el capital y

el producto creceran a la misma tasa que la fuerza la-
boral.

Por lo general, si s(r) desaparece para un valor ele-
vado de r, se elimina la posibilidad de un incremento
indefinido y fuera de control de la ratio capital-trabajo,
como en el grafico 3. Para que esto ocurra, no es ne-
cesario que la ratio de ahorro sea cero, pero si es asi,
tenemos la certeza de que la Ultima interseccion con
nr sera estable.

Si comparamos cualquier s(r) en particular con
una ratio de ahorro constante, las dos curvas se cru-
zaran en el valor de r para el cual s(r) es igual a la anti-
gua ratio constante. Hacia la derecha, la nueva curva
estara por debajo (dado que hemos asumido que s(r)
es una funcién decreciente), y hacia la izquierda es-
tara por encima de la antigua curva. Podemos ver fa-
cilmente, por ejemplo, que el equilibrio r* puede ser
mayor o menor de lo que era antes. Es posible una
amplia variedad de formas y sendas, pero el efecto
neto tiende a ser estabilizador; cuando la ratio capi-
tal-trabajo es elevada, el ahorro desciende; cuando es
baja, se estimula el ahorro. Pero sigue sin ser posible
un estado estacionario; si r llegara a ser tan alta que
imposibilitara el ahorro y la formacion neta del capital,
el crecimiento continuo de la fuerza laboral debera
disminuirla finalmente.

Existencia de impuestos. Mi colega E.C. Brown me
sefala que todo el andlisis anterior puede ser ampliado
para dar cabida a los efectos del impuesto sobre la
renta personal. En el caso més sencillo, supongamos
que el Estado recauda un impuesto proporcional so-
bre la renta a la tasa t. Si todos los ingresos se desti-
nan a la formacion de capital, la identidad aho-
rro-inversion [1] pasa a ser:

K=s(1-t)Y +tY =(s(1-t)+t)Y

Es decir, la ratio de ahorro efectivo se ha incremen-
tado de s a s+t(1-s). Si el producto del impuesto se
consume directamente, la ratio de ahorro disminuye
de s as(1-t). Siinvertimos una fraccién v del producto
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del impuesto y se consume el resto, la ratio de ahorro
pasa a ser s+(v-Ss)t, que es mayor o menor que s,
segun que el Estado invierta una fraccion de sus in-
gresos mayor o menor que la economia privada. Pue-
den esquematizarse los efectos en diagramas como
el del grafico 1: la curva sF (r,1) se ha ampliado o con-
traido uniformemente y la ratio de equilibrio capi-
tal-trabajo se ha desplazado en consecuencia. Los im-
puestos no proporcionales son mas dificiles de
incorporar, pero producirian giros mas interesantes en
los diagramas. Naturalmente, la presencia de un im-
puesto sobre la renta afectara obviamente a las rela-
ciones precios-salarios.

Crecimiento variable de la poblacién. En lugar de
considerar a la tasa relativa de aumento de la pobla-
cion como una constante, podemos, de una manera
mas clasica, convertirla en una variable enddgena
del sistema. En particular, si damos por supuesto

que L/ Lsolo depende del nivel de renta o consumo

per céapita, o en realidad de la tasa de salario real, es
muy facil efectuar la generalizacion. Dado que la
renta per capita viene dada porY / L=F(r,1), el resul-
tado es que la tasa de crecimiento de la mano de
obra pasa a ser n = n(r), una funcion unica de la ratio
capital-trabajo. La ecuacién diferencial basica se
convierte en:

r=sF(r,1)—n(r)r

Gréaficamente, la Unica diferencia es que la recta nr
se transforma en una curva, cuya forma depende de
la naturaleza exacta de la dependencia entre el creci-
miento de la poblacién y la renta real, y entre la renta
real y la ratio capital-trabajo.

Supongamos, por ejemplo, que para niveles muy
bajos de la renta per capita o del salario real de la po-
blacién tiende a decrecer; para niveles mas altos de
renta, comienza a aumentar; y que para niveles de
renta ain mas elevados, la tasa de crecimiento de la
poblacién se nivela y comienza a descender. El resul-
tado puede ser algo parecido al grafico 9. La ratio de
equilibrio capital-trabajo r, es estable, pero r, es inesta-
ble. Podemos obtener los niveles correspondientes de
renta per capita de la forma de F(r,1). Si la ratio inicial
capital-trabajo es inferior ar,, el sistema tendera por si
mismo a volver a r,. Si pudiéramos estimular de algun
modo la ratio inicial por encima del nivel critico r,, se
estableceria un proceso autosostenido de aumento de
la renta per cépita (y la poblacion seguiria creciendo).
Lo interesante de este caso es que muestra como, en
ausencia total de indivisibilidades o de rendimientos
crecientes, puede darse una situacion en la cual la acu-
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mulacion de capital en pequena escala sélo da lugar
de nuevo a un estancamiento, pero que una mayor ex-
plosién inversora puede impulsar el sistema a una am-
pliacion autogenerada de renta y capital per cépita. El
lector puede trabajar con otras posibilidades.

VIl MATIZACIONES

Todo lo visto anteriormente no es sino la cara neo-
clasica de la moneda. Mas concretamente, es la eco-
nomia del pleno empleo, en su doble aspecto de sis-
tema en situacién de equilibrio y sin fricciones,
competitivo y causal. Todas las dificultades y rigideces
que acompanan al moderno andlisis keynesiano de la
renta se han dejado de lado. No es mi intencion igno-
rar la existencia de tales problemas ni negar su impor-
tancia a largo plazo. Mi proposito era examinar lo que
podriamos denominar la perspectiva equilibrista del
crecimiento econdmico, y hacia dénde conducirian a
un modelo simple unas suposiciones mas flexibles re-
lativas a la produccién. Todavia podemos atribuir el
subempleo y el exceso de capacidad, o sus contra-
rios, a cualquiera de las antiguas causas de de-
manda total deficiente o excesiva, pero sera mas difi-
cil atribuirlas a alguna desviacién de un estrecho
“equilibrio”.

En esta seccion final, sélo desearia mencionar al-
gunos de los obstaculos mas elementales para el
pleno empleo, e indicar como afectan al modelo neo-
clasico (10).

Salarios rigidos. Esta suposicion sobre la oferta la-
boral es justo la inversa de la que se hizo anterior-
mente. El salario real se mantiene en el nivel arbitrario

% . El nivel de empleo debe ser tal que mantenga el
producto marginal del trabajo en este nivel. Dado que
las productividades marginales sélo dependen de la
ratio capital-trabajo, se sigue que si fijamos el salario
real, fijamos r, en, digamos, r. De este modo, K / L=r.
Ahora ya no tiene sentido utilizar r como nuestra varia-
ble, de modo que volvemos a [3], que, en vista de la
Ultima frase, pasa a ser:

rL=sF(rL,L)

o bien:

F(r,1)

~| s
I ®»

Ello indica que el empleo crecerd exponencial-
mente a unatasa(s/r)F(r,1). Siestatasano llegaan,
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GRAFICO 8

la tasa de crecimiento de la fuerza laboral, el desem-
pleo aparecera y aumentara. Si  s/rF(r,1)>n, el
resultado serd la escasez de trabajo y, presumible-
mente, el salario real pasara a ser mas flexible hacia
arriba. Ello conduce a que, si (w/p) corresponde a
una ratio capital-trabajo que normalmente tenderia a
disminuir (r <0), aparece el desempleo y viceversa.
En los diagramas, s/ rF(r,1) es precisamente la pen-
diente de la recta que parte del origen hacia la curva
sF(r,1) en r. Si esta pendiente es mas llana que n,
aparece el desempleo; si es mas escarpada, aumenta
la escasez de empleo.

Preferencia por la liquidez. Este tema es dema-
siado complejo para tratarlo aqui en profundidad.
Ademas, el articulo de Tobin que acabamos de men-
cionar contiene un nuevo y penetrante analisis sobre
la dinamica relativa a las preferencias de activos. Me
limitaré a mencionar aqui, aunque sea de un modo
aproximado, el punto de contacto con el modelo neo-
clasico.

Si tomamos de nuevo el nivel general de precios
como una constante (lo que ahora es algo antinatu-
ral), la demanda monetaria para operaciones depen-
dera de la produccioén real Y, y la eleccion entre tener
efectivo o tener capital dependera de la renta real
g/ p.Si hay una determinada cantidad de dinero, ello
nos proporciona una relacién entre Yy g/ p, o, basica-
mente, entre Ky L, por ejemplo:

M:Q(Y,%):Q(F(K,L),FK(K,L)) [15]
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en donde ahora K representa al capital en uso. En el
supuesto anterior de pleno empleo del trabajo me-
diante salarios flexibles, podemos sustituir L=L,e"™, y
despejar [15] para K(t), o bienes de capital emplea-
dos. A partir de K(t) y L, podemos calcular Y(t), y, de
ahi, el ahorro total sY(t). Pero ello representa la inver-
sién neta (la riqueza que no se mantiene en efectivo,
debe tenerse como capital). Las existencias iniciales
de capital y el flujo de inversiones determinan el stock
de capital disponible que podemos comparar con K(t)
para medir el exceso de oferta 0 demanda de servi-
cios del capital.

En la famosa “trampa de liquidez”, en que la de-
manda de saldos improductivos se hace infinitamente
elastica respecto a cierta tasa positiva de interés, te-
nemos un precio rigido de factores que podemos tra-
tar en gran medida como hemos tratado antes los sa-
larios rigidos. El resultado ser& una infrautilizacién del
capital, si la tasa de interés pasa a ser rigida en algun
punto por encima del nivel correspondiente a la ratio
de equilibrio capital-trabajo.

Pero es exactamente aqui cuando se aprecia meri-
dianamente la futilidad de intentar describir esta situa-
cién en términos de un modelo neoclasico “real”,
dado que ya no podemos omitir la influencia directa
de los factores monetarios en el consumo y la inver-
sién reales. Cuando el tema en cuestion es la asigna-
cion de tenencias de activos entre efectivo y capital, el
precio del bien compuesto pasa a ser una importante
variable y no podemos esquivar la necesidad de una
dinamica monetaria.

Implicaciones para la politica econémica. No es
éste el lugar mas apropiado para comentar la utilidad
del andlisis econémico abstracto existente hasta
ahora para los problemas practicos de estabilizacion
econdémica. He adoptado deliberadamente una pos-
tura tan neoclasica como me ha sido posible. Parte de
ello roza la politica. Puede ser necesaria una accion
deliberada para mantener el pleno empleo. Sin em-
bargo, la multiplicidad de rutas hacia el pleno empleo,
mediante politicas fiscales, de gasto publico y mone-
tarias, deja al arbitrio de la nacion cierta libertad de ac-
cion para elegir si desea un elevado nivel de empleo
con una formacion de capital relativamente intensa,
un,bajo nivel de consumo, un rapido crecimiento; o a
la inversa, o una mezcla de todo ello. No estoy sugi-
riendo que este tipo de politica (por ejemplo: dinero
barato y un superavit presupuestario) pueda llevarse a
efecto sin serios esfuerzos. Pero una de las ventajas
de este modelo de crecimiento mas flexible es que
proporciona una contrapartida tedrica a estas posibili-
dades practicas (11).

154

GRAFICO 9

Incertidumbre, etc. No es posible elaborar una teo-
ria creible sobre la inversidon que se basa en el su-
puesto de una prevision y arbitrajes perfectos a lo
largo del tiempo. Hay demasiadas razones para que
las inversiones netas no se vean a veces afectadas
por los cambios corrientes en los rendimientos reales
del capital, y, en otras ocasiones, respondan de una
manera excesiva. A lo largo de este ensayo, hemos
barrido todas estas telaranas y algunas otras. En este
contexto, quiza sea justificable.

NOTAS

(*) Solow, Robert M. (1956), “A contribution to the theory of eco-
nomic growth”, Quaterly Journal of Economics, vol. 70. Traduccion
de DIORKI, revisada por la Redaccién de PERSPECTIVAS DEL SISTEMA
FINANCIERO.

(1) Por eso los costes de transporte no eran mas que una mera e
insignificante complicacién en la teoria comercial ricardiana, aun-
que constituian una caracteristica vital de la realidad para von Thi-
nen.

(2) Véase, por ejemplo, Haavelmo: A Study in the Theory of Eco-
nomic Evolution (Amsterdam, 1954), pags. 9-11. No todos los pai-
ses “subdesarrollados” son zonas con escasez de tierra. Etiopia
constituye el ejemplo contrario. Podemos imaginar que la teoria es
aplicable siempre que podamos ganar tierra cultivable al desierto a
un coste basicamente constante.
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(3) El conjunto completo de las tres ecuaciones se compone de
oF (K,L)

[3], [4] Y=g ¥

(4) Hay una excepcién a esto. Si K=0,r=0 y el sistema no
puede comenzar; sin capital no hay produccion, y, por tanto, no hay
acumulacion. Pero este equilibrio es inestable; la mas ligera acumu-
lacién inesperada de capital dara pie a que comience el sistema el
desplazamiento hacia r*.

(5) Esto parece contradecir un teorema de R. M. Solow y P. A. Sa-
muelson:“Balanced Growth under Constant Returns to Scale”, Eco-
nometrica, XXI (1953), pags. 412-24, pero se trata de una contradic-
cion sélo aparente. Alli se dio por sentado que todo bien tenia una
productividad marginal positiva en la produccién de cada bien indi-
vidual. Aqui, el capital no se puede utilizar para generar trabajo.

(6) La ecuacion de la primera podria ser s,F'(r,1)=nr+ Jr, y la
de la segunda, s, F?(r,1) il
r+1

(7) En el caso polarizado de la competencia pura, incluso si las
empresas individuales poseen curvas de promedios de costes con
forma de U, podemos imaginar que se producen cambios en el pro-
ducto total exclusivamente por la entrada y salida de empresas
idénticas de tamano optimo. El producto total, se produce en este
caso a un coste constante; y, de hecho, dado el gran nimero de
empresas relativamente pequenas cada una de las cuales produce
a un coste aproximadamente constante con pequenas variaciones,
podemos definir, sin un error importante, una funciéon de produc-
cion total que muestre rendimientos constantes de escala. Habra
desviaciones menores, dado que esta funcion de produccion total
no es estrictamente valida para las variaciones de produccién me-
nores que el tamano de una empresa optima. Pero ello puede con-
siderarse despreciable a la hora del andlisis a largo plazo.

Tendemos a adaptar de forma natural el modelo a un supuesto

mas general de competencia universal monopolistica. Pero falla el
dispositivo anterior. Si la industria consiste en empresas idénticas
con equilibrios tangentes idénticos para grandes grupos, con suje-
cién a la restriccion de que los cambios de produccion soélo tienen
lugar a través de cambios en el nimero de empresas, podremos
quiza definir una funcion de produccion total con costes constan-
tes. Pero en la realidad esta construccion es absolutamente irrele-
vante, porque incluso si deseamos tener una visién general de la
discontinuidad y la tratamos como diferenciable, las derivadas par-
ciales de tal funcion no seran productividades marginales a las que
respondan las empresas individuales. Cada empresa esta en la
rama descendente de su curva de costes unitarios, mientras que en
el caso competitivo, estaria produciendo realmente a costes local-
mente constantes. El problema mas arduo sigue siendo introducir
la competencia monopolistica en modelos totalizadores. Por ejem-
plo, las ecuaciones del valor del producto marginal del texto ten-
drian que pasar a ser relaciones marginales de ingreso-producto,
que requeririan a su vez la presencia explicita de curvas de de-
manda. En este campo, es preciso realizar mucha mas experimen-
tacion, cuya recompensa serd un mayor realismo.

(8) En sus comentarios sobre un articulo de Pilvin, en Journal,
noviembre 1953, pag. 545.

(9) Solow, R.M. (1953-1954), “A Note on Price Level and Interest
Rate in a Growth Model”, Review of Economic Studies, nim. 54, pa-
ginas 74-78.

(10) Un analisis mucho méas completo de estos importantes pro-
blemas se encuentra en un articulo de James Tobin, en el Journal of
Political Economy, LXII, (1955), pags.103-15.

(11) Véase el articulo de Paul A. Samuelon en Income Stabiliza-
tion for a Developing Democracy, ed. Millikan (New Haven, 19583),
pagina 577. William Vickrey ha expresado pensamientos similares
en su ensayo Post-Keynesian Economics, ed. Kurihara (New Bruns-
wick, 1954).
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