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Este capítulo trata el problema de selección de carteras de inversión con un gran número 
de activos financieros. En particular, se repasa la literatura en modelización de correla-
ciones condicionales dinámicas de elevadas dimensiones (DCC, por sus siglas en inglés). 
Consideramos diferentes tipos de especificaciones, en particular, la versión estándar 
del modelo DCC, el DCC con estructura de factores, y el DCC con regularización. Intro-
ducimos métodos de estimación específicamente diseñados para modelos de elevada 
dimensionalidad. Evaluamos su capacidad de predicción a través de una aplicación en 
selección de carteras de inversión con los constituyentes del índice S&P 500.

Palabras clave: volatilidad multivariante, correlaciones condicionales dinámicas,  
regularización de covarianzas, verosimilitud compuesta, selección  
de carteras.
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1. INTRODUCCIÓN

El problema de selección de carteras es de suma importancia en el sector financiero. En 
la conocida teoría moderna de carteras –MPT, por sus siglas en inglés– desarrollada por 
Markowitz (1952), se demuestra que el problema de inversión únicamente depende de 
la media y la matriz de covarianzas de un vector de retornos de activos. Consecuente-
mente, el problema de selección de carteras en la MPT se traduce en un problema de 
estimación de la media y la matriz de covarianzas de los retornos. La evidencia empírica 
nos muestra que la matriz de covarianzas es un elemento clave en selección de carteras 
y su estimación ha despertado un gran interés tanto en la academia como en la indus-
tria. La estrategia más natural es construir la cartera mediante la matriz de covarianzas 
muestral, pero esto tiene algunas limitaciones. Por un lado –en la dimensión tempo-
ral– las volatilidades y correlaciones de los activos financieros son dinámicas, esto es, 
que varían a lo largo del tiempo. Por otro lado –en la sección cruzada– los métodos de 
estimación tradicionales de las covarianzas en contextos de elevada dimensionalidad, 
i.e. cuando el número de activos financieros es de un orden similar al número de obser-
vaciones en muestra– son imprecisos. Por ejemplo, véase Friedman, Hastie y Tibshirani 
(2008) o Pourahmadi (2013). 

En este trabajo presentamos metodologías para lidiar con ambos tipos de retos, concre-
tamente la familia de modelos GARCH-DCC. En las últimas dos décadas, la metodología 
GARCH-DCC introducida por Engle (2002) se ha establecido dentro de la literatura 
como una de las referencias clave tanto por su flexibilidad como su viabilidad de imple-
mentación. En síntesis, la estrategia consiste en modelizar por separado las varianzas y 
las correlaciones condicionales. Las varianzas condicionales de cada activo se modelizan 
individualmente vía GARCH (Bollerslev, 1986) mientras que la matriz de correlaciones 
condicionales se modeliza conjuntamente mediante el modelo de correlaciones condi-
cionales dinámicas (DCC, por sus siglas en inglés). La modelización vía GARCH ha sido 
estudiada en profundidad y tiene ya una larga tradición en la literatura (Bollerslev, Engle 
y Nelson, 1994). En cambio, el modelo DCC fue desarrollado posteriormente y a día de 
hoy sigue estando en la frontera de la investigación en econometría financiera.

Este capítulo introduce el modelo DCC de Engle (2002) en su versión estándar y consi-
deramos algunas de sus extensiones más importantes: el DCC con estructura de factores 
(Factor DCC) y el DCC con regularización lineal y no lineal (Shrinkage DCC). Una de las 
grandes ventajas de esta familia de modelos es que su estimación es escalable a dimen-
siones relevantes para aplicaciones prácticas.

En el modelo DCC estándar el proceso de correlaciones condicionales dinámicas viene 
determinado por los retornos estandarizados, es decir, los datos divididos por su vola-
tilidad. El modelo se basa en una ecuación recursiva que garantiza que las matrices de 
correlaciones dinámicas son definidas positivas.
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El modelo Factor DCC se basa en descomponer la matriz de covarianzas dinámica en un 
factor común y un componente idiosincrásico. En la literatura hay una larga tradición 
de trabajos que abordan la cuestión de la modelización de activos financieros mediante 
modelos de factores. Estos modelos se basan en el supuesto de que los precios y las 
volatilidades de diferentes activos vienen determinados por un pequeño número de 
factores, lo que determina su comovimiento. Los modelos de factores se pueden divi-
dir en dos tipologías: factores latentes y factores observables. Algunos ejemplos que 
emplean factores latentes son Diebold y Nerlove (1986), Harvey, Ruiz y Sentana (1992), 
o el GARCH factorial ortogonal de Alexander y Chibumba (1996). Han (2006) y Aguilar 
(2009) combinan modelos multivariantes con factores latentes y volatilidad estocás-
tica. Un ejemplo de modelo de factores latentes más reciente es Hallin et al. (2019), 
que emplea componentes principales dinámicos siguiendo la estrategia de Forni et al. 
(2015). Por el lado de los factores observables tenemos el reciente trabajo de De Nard, 
Ledoit y Wolf (2020), donde se utiliza el modelo DCC con estructura de factores. El 
modelo de factores que presentamos en detalle más adelante toma como referencia 
este último trabajo.

El modelo Shrinkage DCC combina la literatura en estimación regularizada de gran-
des matrices de covarianzas con la estimación dinámica de matrices de covarianzas. 
Es conocido, como mínimo desde Ledoit y Wolf (2004b), que cuando el número de 
variables es elevado con respecto al número de observaciones la matriz de covarian-
zas muestral suele tener un error de estimación preocupante. Esto ha motivado una 
amplia literatura que propone el uso de la regularización para aumentar la precisión en 
la estimación de la matriz de covarianzas (Bickel y Levina, 2008; Fan, Liao y Mincheva, 
2013). Véase Pourahmadi (2013) para un repaso de la literatura relacionada. En una 
serie de trabajos, Olivier Ledoit y Michael Wolf han propuesto diferentes estimadores 
regularizados que han demostrado mejorar los resultados en aplicaciones financieras 
como la selección de carteras. Recientemente, Engle, Ledoit y Wolf (2019) incorporan 
esta metodología de regularización al modelo DCC. En este trabajo se ofrece un breve 
resumen de la versión del modelo con las técnicas de regularización lineal y no lineal.

Ilustramos los beneficios de las metodologías aquí introducidas a través de un ejercicio 
de selección de carteras de inversión con los constituyentes del índice S&P 500. El ejerci-
cio en cuestión está estrechamente relacionado con los trabajos de Hautsch, Kyj y Malec 
(2015), Hautsch y Voigt (2019), Engle, Ledoit y Wolf (2019) y De Nard, Ledoit y Wolf 
(2020). En particular, evaluamos la precisión de los diversos estimadores de manera 
indirecta (Patton y Sheppard, 2009) mediante la volatilidad de la cartera (dinámica) de 
mínima varianza y mediante la ratio de información de la cartera de Markowitz con 
señal de momentum. Los resultados demuestran que las metodologías propuestas per-
miten construir carteras de inversión con rentabilidades ajustadas al riesgo superiores 
a los puntos de referencia. En particular, el valor diferencial que aportan los modelos 
Factor y Shrinkage DCC es significativo tanto desde el punto de vista económico como 
estadístico.
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El modelo DCC pertenece a la familia de modelos generalizados de heteroscedasticidad 
condicional multivariante (MGARCH, por sus siglas en inglés), que ofrecen la posibilidad 
de estimar y predecir matrices de covarianzas dinámicas de un gran número de activos 
y que se han utilizado con éxito en aplicaciones de selección de carteras de inversión 
(Engle, Ledoit y Wolf, 2019), de gestión de riesgos (Ferreira, 2005) y de medición del 
riesgo sistémico (Brownlees y Engle, 2017). Fuera del sector financiero, estos mode-
los han sido empleados para modelizar sistemas de variables macroeconómicas como, 
entre otros, la interacción inflación-crecimiento (Conrad, Karanasos y Zeng, 2010) o 
la relación entre la evolución del petróleo y el oro (Bampinas y Panagiotidis, 2015). En 
Alessi, Barigozzi y Capasso (2009) se aplica, con éxito considerable, una combinación 
de modelo de factores dinámicos y MGARCH en series de inflación y en retornos de acti-
vos financieros. Para un repaso general de la literatura MGARCH, véanse, por ejemplo, 
Bauwens, Laurent, y Rombouts (2006), Engle (2009) Silvennoinen y Teräsvirta (2009) y 
de Almeida, Hotta, y Ruiz (2018).

Otra importante familia de modelos que ha suscitado un gran interés en la comunidad 
académica son los modelos de volatilidad estocástica, véanse Shephard (1996) y Broto 
y Ruiz (2004) para una revisión bibliográfica más detallada para modelos univariados, y 
Asai, McAleer y Yu (2006) para el caso multivariante. En resumen, la diferencia clave 
entre la familia de modelos MGARCH y la volatilidad estocástica multivariante reside en 
que los últimos modelizan la secuencia de matrices de covarianzas como un proceso 
estocástico, mientras que en los primeros el proceso es determinístico. En términos 
generales, se puede argumentar que los modelos de volatilidad estocástica ofrecen una 
mayor flexibilidad de modelización, pero pagan el precio de una mayor dificultad para 
llevar a cabo su estimación.

El resto del capítulo se estructura de la siguiente forma: la sección segunda sienta las 
bases metodológicas del capítulo; la subsección 2.1. introduce la notación de la versión 
canónica del modelo DCC y en la 2.2. tratamos su estimación; la subsección 2.3. explica 
cómo realizar predicciones con este modelo; la subsección 2.4. introduce el modelo 
DCC con estructura de factores y en la 2.5. consideramos el modelo DCC con regulari-
zación. La sección tercera presenta la metodología empleada para selección de carteras, 
en particular la cartera de mínima varianza (3.1.) y la cartera de Markowitz con señal 
de momentum (3.2.). La sección cuarta se dedica a la aplicación empírica; la sección 5 
concluye el capítulo.

2. METODOLOGÍA

Esta sección fija la notación, así como las bases metodológicas sobre las que se asienta 
el capítulo. A lo largo de todo el capítulo, y salvo algunas excepciones donde no cabe 
ambigüedad, los escalares como x se denotan con minúsculas, los vectores como x en 
negrita minúscula, y las matrices como X con letra mayúscula. Un individuo de la sec-
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ción cruzada (normalmente interpretado como el i-ésimo activo financiero) se denota 
con el subíndice i=1,...,N, y para la dimensión temporal se utiliza el subíndice t=1,...,T.

2.1. Modelo de correlaciones condicionales dinámicas (DCC)

Denotamos como =1{ }T
t tr  a la serie de retornos de N activos con media cero1. Se asume 

que el proceso generativo de los retornos viene dado por: 

   r z z 0
. . .

1/2= , ( , )
i i d

t t t t IΣ         

donde 1( | )t t tVar −Σ ≡ r   es definida positiva, Ft-1 es el conjunto de información disponi-
ble en el período t-1, y D es una distribución multivariante estandarizada de la familia 
localización-escala (e.g., Normal, t-Student, etc.). El objetivo principal es encontrar una 
buena predicción de tΣ , es decir, de la matriz dinámica de covarianzas de los retornos. 
Dicha matriz puede ser reparametrizada como sigue:

    =  ,t t t tD R DΣ                [1]

donde Dt es la matriz (diagonal) de volatilidades dinámicas, con su i-ésimo elemento 
dado por , , 1( | )i t i t td Var r −≡  , y siendo Rt ≡ Var(εt | Ft-1) =  la matriz de corre-
laciones dinámicas, donde . Esta reparametrización permite la desagregación 
del problema en dos partes: por un lado, la estimación de las volatilidades y, por el otro, 
la de la matriz de correlaciones. Asumimos que la volatilidad de cada activo sigue un 
proceso estacionario GARCH (Bollerslev, 1986), tal y como se recoge en la ecuación [2], 
donde ai y bi son escalares positivos tales que ai + bi <1 y ,( )i i td Var r≡  es la volatilidad 
incondicional del i-ésimo activo: 

          2 2 2 2
, , 1 , 1= (1 )  .i t i i i i i t i i td a b d a r b d− −− − + +               [2]

La dinámica de las correlaciones depende de los retornos estandarizados εt de acuerdo 
con la siguiente ecuación recursiva: 

                [3]

donde C es una matriz N × N positiva definida y α y β son escalares positivos tales que 
α + β < 1. Nótese que la dinámica de Qt es muy similar a la del modelo VECH escalar 
(Engle, 2009).

Bajo estos supuestos, =1{ }T
t tQ  es una secuencia estacionaria de matrices definidas positi-

vas. Sin embargo, su diagonal no es necesariamente unitaria y sus elementos no están 

1 Entendemos aquí rt como el vector de retornos. Al estar considerando retornos de acciones, el supuesto 
de media zero en frecuencias diarias es razonable. Sin embargo, queda entendido que también podríamos 
interpretar rt como los residuos de un modelo VARMA sin pérdida de generalidad en la exposición.
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necesariamente acotados en el intervalo [-1,1], lo que significa que Qt  no puede ser 
considerada como una matriz de correlaciones propiamente dicha. Por su similitud con 
la matriz Rt, a Qt  la denominamos matriz de pseudo-correlaciones. Es sencillo reescalar la 
misma para obtener la matriz de correlaciones condicional:

   Rt = diag(Qt)-1/2 Qt diag(Qt)-1/2.

Aunque reescalar parece una opción bastante natural, no es obvio que Rt sea la matriz 
de correlaciones más próxima a Qt. De otra manera, Rt  no es una proyección de Qt  
hacia el espacio de matrices de correlaciones, y existen otras estrategias propuestas en 
la literatura para llevar a cabo esta normalización (Tse y Tsui, 2002; Brownlees y Llorens, 
2020). Es posible considerar especificaciones más generales con un mayor número de 
retardos tanto en εt como en Qt , pero empíricamente se ha documentado que añadir 
más retardos no suele mejorar la capacidad de predicción de una manera significativa. 
Para abreviar, utilizamos la notación rt ~ DCC(1,1) para expresar que los retornos siguen 
el modelo descrito por las ecuaciones [1] a [3].

2.2. Estimación en el modelo DCC

2.2.1. Focalización en covarianzas y estimación por (cuasi) máxima 
verosimilitud

Desde el punto de vista de la estimación, se han de obtener, primero, las volatilidades 
para, en un segundo paso, estimar las correlaciones, pues estas dependen de εt –que a 
su vez depende de Dt–. Es posible estimar α, β y C conjuntamente por máxima verosi-
militud, pero esto supone resolver un problema de optimización en 2

N 
 
 

+N+2 variables, 
lo cual resulta poco atractivo a medida que el número de activos crece. En su lugar, se 
recurre a la técnica de focalización en la covarianza (covariance targeting) que consiste 
en reemplazar C por un estimador f de la matriz de covarianzas de εt  que no dependa 
de α y β, es decir, 

                   [4]

Por ejemplo, en el modelo DCC canónico,  La técnica de focalización 

tiene una justificación clara en los modelos estacionarios GARCH multivariantes (como, 
por ejemplo, el VECH escalar), puesto que, en ese caso, la matriz interceptor es equiva-
lente al segundo momento de los datos. Desde el punto de vista teórico, la técnica de 
focalización en el modelo DCC es inconsistente puesto que en general C ≠ E , algo 
que fue señalado en primer lugar por Aielli (2013), quien a su vez propuso una ver-
sión corregida de ese modelo, abreviada como cDCC. Sin embargo, la inconsistencia 
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es menor y en la práctica se sigue empleando la versión canónica del modelo DCC con 
focalización en covarianzas, lo cual es, naturalmente, mucho más conveniente desde la 
perspectiva computacional.

Los parámetros α y β se estiman maximizando el logaritmo de la cuasi-verosimilitud 
Gaussiana, que viene dada por:

      ( ) ( ) ( )
1 1 , ,G G DCC

t i i

T N

t i T Tl θ θ α β
= =
Σ Σ= +L L , 

donde ( ),
G G
i T iθL  es la verosimilitud logarítmica del GARCH del i-ésimo activo, ( ): , , ,G

i i i id a bθ = ¢  
y ( )1, , ,...,G G

Nθ α β θ θ= ¢ ¢ ¢  es el vector que reúne todos los parámetros del modelo. Nótese 
que la dependencia en la matriz C se omite ya que C se estima como en la ecuación 
[4]. También es posible asumir que las innovaciones siguen otras distribuciones como, 
por ejemplo, la t-Student multivariante (Pesaran y Pesaran, 2007), cuyos extremos son 
notablemente más gruesos que los de la distribución Gaussiana. 

2.2.2. Verosimilitud compuesta

La evaluación de la verosimilitud logarítmica de la familia de modelos DCC requiere 
el cálculo del determinante de la matriz de correlaciones dinámica Rt, así como de su 
inversa 1

tR− . La complejidad de las computaciones mencionadas es aproximadamente 
de 3( )TN , un cálculo progresivamente arduo a medida que la dimensión de la serie de 
retornos crece. Como el estimador de máxima verosimilitud se obtiene mediante méto-
dos numéricos, la función de verosimilitud logarítmica ha de evaluarse múltiples veces, 
por lo tanto, la relevancia práctica de la cuestión es más que considerable.

El método de verosimilitud compuesta fue introducido por Pakel, Engle, Shephard y 
Sheppard (2017). Este se basa en la aproximación de la función de verosimilitud loga-
rítmica conjunta empleando verosimilitudes marginales bivariantes. Definimos la vero-
similitud logarítmica marginal del j-ésimo par de activos como:

                 [5]

donde se entiende que εjt = (rj1t /dj1t , rj2t /dj2t)ʹ y que Rjt es su correspondiente matriz de 
correlaciones condicionales. De tal manera, es posible aproximar la verosimilitud loga-
rítmica tomando el promedio de todos los pares, como se representa en la ecuación [6] 
en la que L = 2

N 
 
 

 es el número de todas las posibles parejas de N activos. A esta aproxi-
mación se la denomina verosimilitud compuesta, 

   
=1

1( , ) = ( , ) .
L

DCC
LT jT

j
l

L
α β α β∑               [6] 
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La complejidad del problema queda, por tanto, reducida a 2( )TN . El proceso para una 
distribución t-Student es análogo al descrito en los párrafos previos. Cabe recalcar que 
naturalmente la verosimilitud logarítmica de cada pareja j depende de una matriz Cj 

constante 2 x 2 análoga a la matriz C de la ecuación [3], que estimamos vía focalización 
en covarianzas como en [4].

La versión más común de la verosimilitud compuesta utiliza solamente parejas conti-
guas, esto es, 1 1 2 1 1= ( , ) , , = ( , )t t t N t N t NtX r r X r r− −′ ′

 , simplificándose el problema en cuestión 
en ( )TN . Pakel, Engle, Shephard y Sheppard (2017) demuestran que maximizar la 
verosimilitud logarítmica compuesta resulta en estimaciones consistentes (e incluso efi-
cientes) de los parámetros α y β.

2.3. Predicción en el modelo DCC

La predicción a k períodos vista desde la fecha h de construcción de una cartera basada 
en un modelo DCC se puede realizar en tres pasos, dados por las ecuaciones [7], [8] y 
[9] que explicamos a continuación.

La predicción a k períodos vista desde la fecha h de las varianzas condicionales del pro-
ceso GARCH(1,1) para el i-ésimo activo viene dada por:

  
( )
2 2 2

, ,2
, 2 1 2 2

, 1

(1 ) = 1
[ | ] =  .

( ) [ | ] > 1
i i i i i h i i h

i h k h k
i i i i h h i

a b d a r b d k
d

d a b d d k+ −
+

 − − + +


+ + −



E

E
            [7]

Para simplificar la notación recogemos las predicciones de cada activo a k períodos vista 
en la matriz diagonal ˆ

h kD +  de dimensiones N x N.

Para la predicción de las correlaciones condicionales a k períodos vista desde h 
adoptamos la estrategia de Engle y Shephard (2001) donde se usa la aproximación 

 De esta manera, la predicción a k períodos vista 
puede escribirse como:

              [8]

Combinando ecuaciones [7] y [8], la predicción a k períodos vista de la matriz de cova-
rianzas condicionales queda determinada por la siguiente ecuación: 

                      [9]

En la selección de carteras de inversión, es común construir la matriz de covarianzas 
dinámicas en la fecha h en base a una única predicción de la matriz de covarianzas 
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para no realizar ninguna transacción hasta la próxima fecha de inversión h + K, donde 
K es un número entero positivo. De esta manera, uno evita incurrir en los costes de 
transacción provenientes de una rotación excesiva de la cartera. Una estrategia común 
–véanse, por ejemplo, Engle, Ledoit y Wolf (2019) y De Nard, Ledoit y Wolf (2020) – es 
calcular el promedio de las predicciones a k períodos vista, esto es, 

    
=1

1ˆ ˆ  .h h k
k

+Σ ≡ Σ∑




2.4. DCC con estructura de factores

Hay una larga tradición de modelos factoriales dinámicos en macroeconomía y finan-
zas. En macroeconomía, los modelos factoriales dinámicos se usan frecuentemente 
para ejercicios de predicción con big data (Forni et al., 2000; Stock y Watson, 2002b; 
Peña y Poncela, 2004). En finanzas, se suele emplear modelos de factores para explicar 
el comportamiento de los retornos de las acciones. En particular, la teoría del arbitraje 
de Ross (1976) implica que los retornos de los activos se explican por un pequeño 
número de factores.

En la literatura financiera se han considerado tanto modelos de factores latentes como 
observables. En este trabajo nos centramos en estos últimos. Un ejemplo tradicional 
es el modelo CAPM donde el único factor es la prima de riesgo de mercado rm,t – rf,t, 
donde rm,t es el retorno del mercado y rf,t  el retorno libre de riesgo. Para la serie {rm,t} se 
suele emplear la media ponderada de los retornos de todos los activos del universo en 
consideración (por ejemplo, todas las compañías disponibles en la base de datos CRSP 
cuyas acciones se comercian en NYSE, AMEX o NASDAQ) y para {rf,t} se suele usar el 
retorno de algún activo que se considere seguro como, por ejemplo, los Treasury bills a 
un mes en EE. UU. o el Bund alemán en Europa. Naturalmente, se pueden considerar 
más factores como el “Small Minus Big” o el “High Minus Low”, pero en la aplicación 
empírica que consideramos en este trabajo éstos no aportan un gran valor añadido.

Es posible incorporar la estructura de factores al modelo DCC visto anteriormente. En 
este caso, el vector de retornos rt viene dado por la siguiente ecuación:

   rt = Bft + ut, ut ~ DCC(1,1)

donde ft es un vector que recoge los K factores y B es una matriz N x K.

Es fácil ver que la matriz de covarianza de los retornos tΣ  se basa en la covarianza de los 
factores fΣ  y la covarianza de los residuos ,u tΣ  como sigue a continuación: 

    
, .t f u tB BΣ = Σ +Σ¢              [10] 
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Por lo tanto, para implementar el modelo DCC con estructura de factores es suficiente 
estimar primero B mediante N regresiones lineales por mínimos cuadrados ordinarios 
de las cuales se extraen los residuos ut. Luego, uno puede estimar ,u tΣ  mediante la 
metodología DCC estándar. La matriz fΣ  se puede estimar naturalmente vía la cova-
rianza muestral de la serie de factores.

Nótese que también se podría haber considerado un modelo dinámico para los facto-
res, y en ese caso ,f tΣ  se puede estimar fácilmente también mediante la metodología 
DCC. También es fácil lidiar con el caso en el que B es dinámica. Por ejemplo, en el caso 
K = 1, B = Cov (rt, ft)/Var (ft), donde Cov (rt, ft) es un vector de N dimensiones con las 
correspondientes covarianzas. Si se cree que B es dinámica, entonces Bt se puede cons-
truir estimando Cov (rt, ft |Ft-1) y Var (ft |Ft-1) mediante modelos GARCH. Sin embargo, 
ninguna de estas generalizaciones parece aportar un gran valor diferencial en nuestra 
aplicación práctica (De Nard, Ledoit y Wolf, 2020), de manera que para ahorrar espacio 
únicamente se reportan los resultados del modelo descrito en [10].

2.5. DCC con regularización

La cuestión que aborda esta sección está estrechamente relacionada con el problema 
de predicción de alta dimensionalidad, también denominado como predicción con big 
data. Cuando la estructura de los datos es ancha –es decir, más variables que observa-
ciones– solemos encontrarnos con problemas de imprecisión y sobreajuste (overfitting). 
En estos contextos, las metodologías de estimación con regularización han demostrado 
ser extremadamente efectivas en aprendizaje automático supervisado – clasificación y 
regresión. La razón detrás de esto es que hay un compromiso entre sesgo y varianza 
para cada metodología estadística que utilizamos. Dicho de otra forma, un método 
demasiado simple es generalmente incapaz de capturar patrones interesantes en nues-
tro conjunto de datos, pero por otro lado es más robusto a ligeras perturbaciones en 
los datos: su sesgo es elevado y su varianza es reducida; por otro lado, un método más 
complejo puede capturar prácticamente cualquier patrón y si es demasiado complejo 
también encontrará patrones donde en realidad únicamente hay ruido: en este caso, 
su sesgo es reducido pero su varianza es elevada, ya que el resultado de la estimación 
puede variar considerablemente dada una pequeña perturbación en los datos. Para 
un tratamiento más riguroso de la predicción con big data y los problemas de elevada 
dimensionalidad, véanse Hastie, Tibshirani y Friedman (2008) y Wainwright (2019). 

Volviendo al contexto de la metodología DCC, la técnica de focalización en covarianzas 
requiere un estimador adecuado de la matriz C basado únicamente en los residuos 
estandarizados εt (ecuación [4]). La covarianza muestral es un estimador bastante defec-
tuoso cuando la dimensionalidad del problema es elevada. Esto se debe a que no es 
posible estimar con exactitud 2( )N  parámetros con 2( )N observaciones. En términos 
técnicos, cuando la ratio de concentración N / T aumenta, la teoría asintótica estándar 
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no describe adecuadamente el comportamiento real de la matriz de covarianzas. Esto 
ha motivado una amplia literatura que ha propuesto el uso de estimadores regulariza-
dos que funcionan bien cuando la ratio de concentración es elevada. En esta sección 
introducimos una clase de estimadores regularizados para aumentar la precisión en la 
estimación con respecto a la covarianza muestral.

El modelo DCC con regularización se define igual que su versión estándar con focali-
zación en covarianzas salvo por el hecho de que la estimación de la matriz C se realiza 
mediante un estimador regularizado.

2.5.1. Regularización lineal

El método de regularización lineal de Ledoit y Wolf (2004b) cuenta con una fórmula 
clara, fácil de estimar e interpretar. De hecho, ésta es la combinación lineal convexa 
asintóticamente óptima de la matriz de covarianza muestral y de la matriz identidad.

Supongamos que  –aunque esto no sea del todo correcto en el modelo DCC. 
El método de regularización lineal consiste en encontrar la combinación lineal:

   C* = r1mI+(1-r1)S,             [11]

entre la matriz escalar mI y la matriz de covarianzas muestral  que mini-
miza la pérdida cuadrática esperada. El coeficiente r1 es la denominada intensidad de 
regularización (shrinkage intensity) y mI el objetivo de regularización (shrinkage target). 
Nótese que, a su vez, la intensidad de regularización en este caso coincide con la ratio 
de mejora con respecto a la covarianza muestral S en términos de pérdida cuadrática 
esperada.

Es posible demostrar que este estimador es consistente bajo teoría asintótica general, 
es decir, cuando dejamos que N y T tiendan a infinito simultáneamente de manera que 
N/T → c < ∞.

2.5.2. Regularización no lineal

La regularización lineal tiene la limitación de que modifica todos los valores propios 
hacia un mismo objetivo y con la misma intensidad, por lo tanto no permite capturar 
adecuadamente el hecho de que la regularización es un fenómeno esencialmente local 
y no global. La figura 1 muestra como el uso de la atracción local proporciona una 
mejor estimación de los valores propios de la matriz de covarianzas poblacional. En este 
ejemplo, la matriz covarianzas poblacional con N = 100 tiene 62 valores propios igua-
les a 0,8, y los 38 restantes son iguales a 2 (líneas punteadas horizontales). El tamaño 
muestral es T = 1260. La regularización lineal se calcula como en la sección 2.5.1 y 
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la regularización no-lineal mediante el procedimiento que explicamos a continuación.

FIGURA 1

REGULARIZACIÓN LINEAL Y NO LINEAL

Notas: Efecto de Atracción Local. La matriz de covarianzas poblacional con N = 100 tiene 62 valores 
propios iguales a 0,8, y los 38 restantes son iguales a 2 (líneas punteadas horizontales). El tamaño 
muestral es T = 1260. La regularización lineal se calcula como en la sección 2.5.1, y la regularización 
no-lineal como se describe en la sección 2.5.2, esto es, mediante el uso de la transformada de Hilbert 
con kernel de Epanechnikov.

Fuente: Elaboración propia.

Ledoit y Wolf (2020) introducen una fórmula analítica para la regularización no lineal 
óptima de matrices de covarianzas de elevadas dimensiones. Dicha fórmula se obtiene 
observando que el problema está estrechamente relacionado con la estimación (no 
paramétrica) de la función de densidad de los valores propios de la matriz de covarian-
zas muestral y de su transformada de Hilbert. En primer lugar, se calcula la descompo-
sición espectral de la matriz de covarianzas muestral S como se define en la subsección 
2.5.1., esto es, 

                [12]

donde λ1,..., λN son los valores propios muestrales en orden descendiente sin pérdida de 
generalidad y u1,..., uN  son los respectivos vectores propios. Se considera la clase de esti-
madores invariantes bajo rotación, un marco conceptual desarrollado por Stein (1986). 
Bajo la pérdida de mínima varianza de Engle y Colacito (2006) y la pérdida cuadrática, 
la Proposición 2.1. en Ledoit y Wolf (2020) establece que el estimador óptimo dentro de 
esa clase se obtiene reemplazando λi por î i id C= u u¢  en [12]. Naturalmente esta cuantía 
es irrealizable ya que depende de la verdadera matriz C.
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Bajo los supuestos 3.1.-3.4. de Leoit y Wolf (2020), el estimador “oráculo” 
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minimiza el límite (con probabilidad 1) de la pérdida de mínima varianza bajo teoría 
asintótica general. Este estimador sigue siendo irrealizable pero representa un gran 
progreso con respecto a ˆ

id , ya que éste depende de N (N+1)/2 parámetros (libres) de 
C, mientras que dº (λi) depende solamente de N parámetros (los valores propios de la 

matriz C). Dados los supuestos mencionados, la función ( )i
i

dFf
d

λ
λ

≡  y su transformada 
de Hilbert (Hf) existen, donde F es el límite (con probabilidad 1) de la función de distri-
bución empírica de los valores propios de S.

En la transformada de Hilbert reside gran parte de la clave, ya que es esta transformada 
la que actúa como una fuerza de atracción local, devolviendo valores muy positivos 
cuando hay una gran proporción de otros valores propios muestrales en puntos ligera-
mente mayores que λi. Similarmente, la transformada devuelve valores muy negativos 
cuando hay una gran proporción de otros valores propios muestrales en puntos ligera-
mente menores que λi. Si inspeccionamos la ecuación [13], vemos que cuando hay una 
gran densidad de otros valores propios muestrales ligeramente por encima de λi, el valor 
de la transformada de Hilbert aumenta y el oráculo empuja a λi hacia arriba, y viceversa.

Un estimador realizable de la matriz de covarianzas se puede obtener como se repre-
senta en la ecuación [14], donde id  está definida por la función de regularización no 
lineal asintóticamente óptima recogida en la ecuación [15]. 
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donde f  y f  son estimadores no paramétricos con una amplitud de banda local que 
es proporcional a cada valor propio iλ .

Cabe observar que este estimador depende exclusivamente de fórmulas analíticas y 
por lo tanto no requiere de ningún cálculo numérico para su implementación práctica, 
lo que lo hace especialmente atractivo en aplicaciones financieras con centenares o 
incluso miles de activos financieros.
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3. SELECCIÓN DE CARTERAS

Tal y como mencionamos en la introducción, este trabajo utiliza la conocida teoría 
moderna de carteras –o MPT, por sus siglas en inglés– como marco matemático para 
construir una cartera de activos. También se lo conoce como análisis media-varianza, ya 
que el problema de inversión se formula como un problema de optimización donde el 
vector de N pesos de la cartera w se escoge con el objetivo de maximizar el retorno espe-
rado (media) para un nivel de riesgo dado (varianza). Usando notación matemática, el 
objetivo del inversor es minimizar la expresión:

         

donde m es el vector de retornos esperados, S es la matriz de varianzas y covarianzas 
de los retornos y γ  [0,+∞) representa la tolerancia al riesgo del inversor. Si γ = 0 la 
tolerancia es cero y como resultado se obtiene la cartera de mínima varianza, mientras 
que a medida que γ  tiende a infinito, se obtienen carteras con rentabilidad esperada y 
riesgo que tienden a infinito simultáneamente a lo largo de la frontera eficiente. Entre 
los dos extremos, se obtienen carteras que encuentran un compromiso entre retorno 
esperado y riesgo.

Para poder implementar la estrategia en la práctica, es necesario usar datos históricos 
de retornos financieros para estimar los parámetros m y S que son generalmente desco-
nocidos. También es fácil acomodar el caso en que la media o varianza son dinámicas, 
i.e. mh y Sh, donde h representa una cierta fecha de inversión. Repitiendo el algoritmo 
para las fechas h = 1,...,H, se obtiene la secuencia de pesos =1{ }H

h hw . Puesto que en 
frecuencias diarias no hay una gran predecibilidad en la media condicional mh , en este 
trabajo nos centramos en metodologías de predicción de la matriz de covarianzas con-
dicional Sh , que además es un ejercicio más interesante desde el punto de vista esta-
dístico. Una opción natural en este contexto es analizar la cartera de mínima varianza 
(caso γ = 0). Otra opción es utilizar un proxy para el vector de retornos esperados como 
por ejemplo un índice de momentum. Los índices de momentum se emplean con fre-
cuencia en estrategias de trading que consisten en comprar activos que han experimen-
tado retornos muy positivos durante los últimos meses (generalmente se excluye el mes 
inmediatamente anterior), y vender aquellos que por el contrario han tenido un mal 
rendimiento en el mismo periodo.

En las dos subsecciones que siguen a continuación explicamos ambas estrategias en 
mayor detalle.

3.1. Cartera de mínima varianza

Consideramos el problema de minimización de la varianza de una cartera con N activos 
sin restricciones a la venta en corto. El problema de inversión en la fecha h queda for-
mulado como,
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   min h h
h

hΣ
w

          w    w¢              [16]

    a         1,hsujeto =1w ¢              [17]

donde 1 denota el vector unitario de dimensión N. Este problema tiene la solución 
analítica:
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Naturalmente, la estrategia consiste en obtener el vector wh de pesos para cada fecha 
de actualización h reemplazando Sh por su predicción, ˆ

hΣ . De esta manera, el vector de 
pesos factible viene dado por, 
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Estimar la cartera de mínima varianza presenta la ventaja evidente de ser un problema 
“limpio” en el sentido de que no es necesario realizar una estimación del vector de 
retornos esperados. Además, diversos autores han señalado que las carteras de mínima 
varianza no sólo tienen propiedades deseables a la hora de reducir el riesgo sino tam-
bién en términos del binomio rentabilidad-riesgo, cuantificado mediante la ratio de 
Información.

3.2. Cartera de Markowitz con señal de momentum

En esta subsección adoptamos un enfoque más completo en tanto que consideramos 
un problema media-varianza (caso γ ≠ 0), en particular, la cartera con señal predictiva 
basada en momentum. Al igual que en la sub-sección anterior, la solución a este pro-
blema tiene una expresión analítica sencilla que depende de (la inversa de) la matriz 
de covarianzas dinámicas. Sin embargo, a diferencia de la cartera de mínima varianza, 
la solución también depende del vector de retornos esperados, que en este contexto 
se estima mediante el factor de momentum como se describe en Jegadeesh y Titman 
(1993). Concretamente, para cada fecha h y cada activo, el factor momentum se calcula 
como la media geométrica de los retornos del último año excluyendo el último mes (i.e., 
los últimos 21 días). Los momentums de los N activos de nuestro universo se recogen 
en el vector ˆ

hm .

En ausencia de restricciones a la venta en corto, el problema de inversión en la fecha h 
se formula como:  
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    min h h
h

hΣ
w

          w    w¢             [18]

     a         h h hsujeto b′ =w m ,            [19]

           1,h =1w ¢             [20]

donde bh es el objetivo de retorno esperado, que calculamos mediante la media arit-
mética del momentum de los activos en el quintil superior – donde el orden se deter-
mina también por momentum. Como se ve claramente, la restricción [19] obliga a 
que la solución pase por dar un peso suficientemente elevado a los activos con mayor 
momentum para alcanzar una rentabilidad objetivo bh . Escribiendo el Lagrangiano y 
resolviendo un sistema de ecuaciones lineal 2 x 2, vemos que la solución a este pro-
blema viene dada por: 

             11 1
1 2=  ,h h h hc c− −⋅Σ + ⋅Σw m

donde, 

            1
2

2

1= h

h

A b Bc
C B bc AC B
⋅ −  
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    1= hA −′Σ1 1

    
1 ,h hB y−′= Σ1 m   

    1 .hh hC −Σ′= m m

Nuevamente, la estrategia consiste en reemplazar ˆ
hΣ Sh por ˆ

hΣ  y mh por ˆ
hm , con lo que 

se obtiene el vector de pesos (factible):

   1 1
1 2ˆ ˆˆ ˆˆ ˆ=  .− −⋅ Σ + ⋅Σh h h hc c 1w m

4. APLICACIÓN EMPÍRICA

En esta aplicación realizamos un ejercicio de selección de carteras de inversión. Se com-
para el rendimiento de algunas de las metodologías mencionadas anteriormente de 
manera similar a Engle, Ledoit y Wolf (2019) y De Nard, Ledoit y Wolf (2020). Los datos 
utilizados son los precios de cierre diarios ajustados por dividendos y splits, {Pi,t}, de 
las acciones que constituyen el índice S&P 500 en el período que va de 04-01-2000 a 
30-06-2019 (fuente: AlphaVantage). En cada fecha de inversión h, seleccionamos los 
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100 activos con mayor capitalización bursátil (por lo tanto, N=100). Construimos 
los retornos para cada activo i como ri,t = 100 . log(Pi,t /Pi,t-1).

Para la familia de modelos DCC que incorporan estructura de factores utilizamos los 
datos de retornos diarios del factor “Prima de Riesgo de Mercado” de Fama y French 
(2015) de la página web de Ken French durante el mismo período2. Por lo tanto, el 
número de factores K=1. Este factor se calcula como el retorno ponderado por valor 
de todas las empresas de la base de datos CRSP registradas en los Estados Unidos que 
cotizan en los mercados NYSE, AMEX y NASDAQ, neto del tipo de interés a un mes del 
US Treasury bill.

Para esta aplicación, adoptamos la convención de que un “mes” equivale a 21 días 
consecutivos de comercialización. El período de validación de las diferentes estrategias 
va de 07-01-2005 a 30-06-2019, lo que representa un total de 173 meses (es decir, 
h = 1,...,173). La cartera se actualiza a principios de cada mes y se mantiene constante 
durante todo el mes. En cada fecha de actualización h, realizamos una predicción de 
la matriz de covarianzas ˆ

hΣ  como se explica en la subsección 2.3. basada en los datos 
de los últimos cinco años hasta la fecha correspondiente –lo que equivale a un total de 
1260 observaciones–. Los pesos de la cartera wh son una función de (la inversa de) ˆ

hΣ . 
En particular, consideramos dos estrategias conocidas: la cartera de mínima varianza 
(3.1.) y la cartera de Markowitz con señal de momentum (3.2.). Consecuentemente, el 
retorno de la cartera c en el día t del mes h se calcula como,

    rc,t , .c t h tr ′= w r

Para predecir dicha matriz de covarianzas, los modelos de la familia DCC “estándar” 
que consideramos son los siguientes: DCC-SC, que utiliza la covarianza muestral de los 
residuos estandarizados para estimar la matriz C en la ecuación [3], DCC-LS, que en 
lugar de la covarianza muestral emplea el estimador de regularización lineal (2.5.1.), y 
DCC-NLS, que emplea regularización no lineal (2.5.2.). De manera similar, denotamos 
los modelos DCC que incorporan estructura de factores con las siglas AFM-DCC-SC, 
AFM-DCC-LS y AFM-DCC-NLS.

Para ampliar el rango de la comparativa, consideramos la versión escalar del modelo 
VECH (sVECH) con focalización en covarianzas. La matriz de covarianzas dinámica para 
este modelo se define como:

  1 2 1 1 2 1= (1 )  ,t tγ γ γ γ− −Σ − − Σ + + Σ′r r            [21]

donde aquí la igualdad = [ ]t tΣ ′r rE  es exacta siempre y cuando γ1+γ2<1. Similarmente, 
utilizamos los acrónimos sVECH-SC, sVECH-LS y sVECH-NLS para identificar la versión 

2 http://mba.tuck.dartmouth.edu/pages/faculty/ken.french/data_library.html
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del modelo que utiliza la covarianza muestral, el estimador con regularización lineal y el 
estimador con regularización no lineal, respectivamente. Todos los modelos introduci-
dos en esta sección se estiman mediante verosimilitud compuesta (2.2.2).

En las tablas 1 y 3 reportamos las siguientes medidas de desempeño para cada cartera 
en consideración. El primer grupo de métricas nos proporcionan el resumen numérico 
de los retornos de la cartera, y son 1) AV: Retorno medio de la cartera en el período de 
validación. Anualizamos multiplicando el resultado por 252. 2) SD: Desviación estándar 
(o volatilidad) de la cartera en el período de validación. Anualizamos multiplicando el 
resultado por 252 . Para evitar ambigüedad, la calculamos como sigue:

   
173 21

2
,

=1

1= 252  ,
173 21 c t

t
SD r

⋅

×
⋅ ∑

y 3) IR: Ratio de información, i.e. AV / SD.

El segundo grupo de métricas nos informa sobre la evolución y distribución de los pesos 
a lo largo del ejercicio empírico. En particular, estas son 4) TO: Rotación (turnover) men-

sual de la cartera que calculamos como 
172 *

1 1=1

1 ˆ ˆ|| ||
172 h hh + −∑ w w , donde 1|| ||⋅  es la norma L1 

y utilizamos *
hw  para denotar el vector de pesos a final del mes h - que puede diferir de 

ˆ hw  pues el primero tiene en cuenta la evolución de precios de cada activo durante el 
mes. Este índice cuantifica si los pesos de la cartera experimentan cambios grandes a lo 
largo del ejercicio, lo que en la práctica se traduce en mayores costes de transacción; 5) 

PL: Proporción de apalancamiento (leverage), calculada como 
173

ˆ{ <0}=1 =1 ,

1
173

N

h i i hN× ∑ ∑ w1 . 
Esta medida cuantifica la proporción activos que hemos vendido en corto a lo largo 
del ejercicio, 6) Max: Máximo peso de la cartera , ,ˆmax i t i tw , 7) Min: Mínimo peso de la 

cartera , ,ˆmin i t i tw , y 8) HI: Índice de concentración Herfindahl corrigiendo por posibles 
valores negativos. Un índice elevado se traduce en una cartera donde la riqueza está 
invertida en un número relativamente pequeño de activos.

Es legítimo preguntarse entonces por qué no considerar datos mensuales. En primer 
lugar, con frecuencia mensual no disponemos de suficientes observaciones para esti-
mar modelos GARCH multivariantes con suficientes garantías. Por otro lado, usar datos 
diarios parece ofrecer mejores resultados incluso cuando la frecuencia de inversión es 
mensual (véase, por ejemplo, Ledoit y Wolf, 2017).

Para evaluar los resultados del ejercicio de mínima varianza (subsección 3.1.), tomamos 
como referencia la cartera equiponderada también conocida en la literatura como 1/N 
(De Miguel, Garlappi y Uppal, 2009). De acuerdo con este trabajo, en carteras con un 
número moderado de activos (entre 3 y 50) y una ventana de estimación de 120 meses, 
es difícil batir la cartera equiponderada con carteras Markowitz en términos de ratio de 
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información. De las medidas de desempeño presentadas al inicio de esta sección, la más 
importante en este contexto es sin duda SD, puesto que esta cartera está especialmente 
diseñada con el objetivo de minimizar esta métrica. Naturalmente, también son de inte-
rés el retorno medio de la cartera y su ratio de información, pero en este contexto son 
de importancia secundaria.

Modelo AV SD IR TO PL Max Min HI

DCC-LS 12.060 11.848 1.018 0.154 0.460 0.372 -0.159 0.013

DCC-NLS 12.185 11.732 1.039 0.109 0.463 0.373 -0.130 0.013

DCC-SC 12.057 11.874 1.015 0.171 0.461 0.373 -0.164 0.013

AFM-DCC-LS 14.145 11.649 1.214 0.139 0.425 0.427 -0.187 0.012

AFM-DCC-NLS 14.620 11.648 1.255 0.686 0.425 0.448 -0.192 0.012

AFM-DCC-SC 14.094 11.803 1.194 0.566 0.427 0.462 -0.209 0.012

sVECH-LS 12.966 11.881 1.091 0.198 0.443 0.353 -0.242 0.012

sVECH-NLS 12.955 11.834 1.095 0.151 0.441 0.353 -0.237 0.012

sVECH-SC 12.961 11.934 1.086 0.871 0.446 0.353 -0.245 0.012

1/N 10.757 19.645 0.548 0.056 0.000 0.010 0.010 0.010

TABLA 1. 

CARTERA DE MÍNIMA VARIANZA: N=100
PERÍODO DE VALIDACIÓN DE 07-01-2005 HASTA 30-06-2019

Nota: Medidas de desempeño para varios estimadores de la cartera de mínima varianza. Las columnas AV 
y SD se reportan en términos anualizados (en porcentaje), es decir, multiplicando por 252 . AV denota 
el retorno medio; SD es su desviación estándar; IR es la ratio de información; TO mide la rotación de la 
cartera; PL es la proporción de apalancamiento; Max y Min son el peso máximo y mínimo, respectivamente; 
y HI es el índice Herfindahl corrigiendo por valores negativos.

Fuente: Elaboración propia.

La significación estadística de los resultados se basa en el test de la diferencia de varian-
zas propuesto por Ledoit y Wolf (2011), que es consistente en presencia de heteroce-
dasticidad y autocorrelación. En la tabla 2 se reportan los resultados del citado test. Las 
diferencias se dan en términos anualizados para hacerlos equiparables a los de la tabla 1, 
pero para el cálculo de significación se han utilizado los retornos diarios de la cartera 
{rc,t} en el período de validación sin anualizar.

En este ejercicio, la cartera que obtiene una menor volatilidad es AFM-DCC-NLS, lo cual 
pone en valor el uso de modelos de factores y la estimación por regularización no lineal. 
Por un lado, la regularización aporta un valor diferencial que es significativo tanto desde 
el punto de vista económico como estadístico para modelos DCC con y sin estructura 
de factores. La regularización no lineal ofrece mejores resultados que la regularización 
lineal, pero esta diferencia desaparece cuando se incorpora la estructura de factores en 
la ecuación. Por otro lado, las carteras basadas en modelos de factores parecen apor-
tar un valor diferencial que es significativo desde el punto de vista económico pero no 
desde el punto de vista estadístico.
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Si comparamos la familia de modelos DCC con la alternativa del VECH escalar, vemos 
que los modelos DCC ofrecen resultados significativamente mejores desde el punto 
de vista económico pero no estadístico. Por un lado, que los modelos DCC tengan un 
mejor desempeño tiene sentido porque permiten capturar la potencial heterogeneidad 
en la dinámica de las volatilidades de cada activo – algo que no permite el modelo VECH 
escalar. Sin embargo, el error que resulta de estimar un número de parámetros que 
crece linealmente en N podría eclipsar los beneficios de modelizar esa heterogeneidad. 
Por lo tanto, no sería adecuado concluir que hay que descartar los modelos VECH.

Finalmente, los resultados confirman que, independientemente de qué especificación 
utilicemos, la familia de modelos GARCH multivariante ofrece unos resultados que son 
significativamente mucho mejores que utilizar una cartera equiponderada.

Modelo AV SD IR TO PL Max Min HI

DCC-LS 14.339 13.556 1.058 0.373 0.466 0.445 -0.240 0.012

DCC-NLS 14.801 13.458 1.100 0.161 0.467 0.412 -0.204 0.013

DCC-SC 14.311 13.579 1.054 0.315 0.467 0.457 -0.245 0.012

AFM-DCC-LS 15.579 13.386 1.164 0.195 0.435 0.380 -0.301 0.012

AFM-DCC-NLS 16.207 13.370 1.212 2.119 0.436 0.379 -0.305 0.012

AFM-DCC-SC 15.168 13.512 1.123 0.523 0.440 0.397 -0.317 0.012

sVECH-LS 14.205 13.646 1.041 0.194 0.451 0.340 -0.277 0.012

sVECH-NLS 14.321 13.600 1.053 0.182 0.449 0.340 -0.237 0.012

sVECH-SC 14.133 13.698 1.032 0.213 0.452 0.340 -0.245 0.012

EW-TQ 10.697 21.075 0.508 0.072 0.000 0.050 0.010 0.010

TABLA 3. 

CARTERA DE MARKOWITZ CON SEÑAL DE MOMENTUM: N=100
PERÍODO DE VALIDACIÓN DE 07-01-2005 HASTA 30-06-2019

Nota: Medidas de desempeño para varios estimadores de la cartera de Markowitz con señal de momentum. 
Las columnas AV y SD se reportan en términos anualizados (en porcentaje), es decir, multiplicando por 

252 . AV denota el retorno medio; SD es su desviación estándar; IR es la ratio de información; TO mide la 
rotación de la cartera; PL es la proporción de apalancamiento; Max y Min son el peso máximo y mínimo, 
respectivamente; y HI es el índice Herfindahl corrigiendo por valores negativos.

Fuente: Elaboración propia.

Para el ejercicio de cartera Markowitz con señal de momentum (subsección 3.2), consi-
deramos los mismos estimadores que para el ejercicio de mínima varianza, y como refe-
rencia esta vez utilizamos la cartera equiponderada de las acciones en el quintil superior 
por momentum (EW-TQ). En este caso, tiene mucho más sentido evaluar el desempeño 
de las diferentes estrategias primordialmente en base a la ratio de información IR, que 
cuantifica la relación entre rentabilidad y riesgo. En un contexto “ideal”, minimizar la 
varianza para un objetivo fijo de rentabilidad bh debería ser equivalente a maximizar la 
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ratio de información IR, pero en la práctica esto no es así debido al error de estimación 
en el vector mh. Por lo tanto, enfocarse en la métrica SD no es tan apropiado en este 
contexto.

De manera análoga al ejercicio anterior, la significación estadística de los resultados 
se basa en el test de la diferencia de la ratio de información (Ledoit y Wolf, 2008), 
que es consistente en presencia de heterocedasticidad y autocorrelación. En la tabla 4 
 se recogen los resultados del citado test. Con el objetivo de facilitar la lectura de los 
resultados a través de las tablas 3 y 4, se reporta la diferencia en la ratio de información 
anualizado (es decir, multiplicando por 252  porque en IR = AV / SD el numerador se 
anualiza multiplicando por 252 y el denominador se anualiza multiplicando por 252 ). 
Sin embargo, para el test se han utilizado los retornos diarios de la cartera {rc,t} en el 
período de validación sin anualizar.

En términos generales, la cartera de Markowitz con señal de momentum ofrece una 
rentabilidad superior a la cartera de mínima varianza a expensas de una mayor vola-
tilidad –como cabía esperar–. En términos de la ratio de información, ambas carteras 
ofrecen resultados comparables.

El mejor modelo por ratio de información es AFM-DCC-NLS. Como en el caso de la 
cartera de mínima varianza, estos resultados ponen en valor el uso de modelos de 
factores aunque los resultados no son estadísticamente significativos. Por otro lado, la 
regularización proporciona resultados significativamente mejores (económica y esta-
dísticamente), y en este caso la regularización no lineal es significativamente superior 
a la lineal. El modelo VECH escalar ofrece resultados comparables desde el punto de 
vista estadístico, y ligeramente inferiores desde el punto de vista económico. El mismo 
comentario sobre la heterogeneidad que se hizo en la anterior subsección es de apli-
cación aquí. Finalmente, concluimos que, con independencia de la estrategia que utili-
cemos, todos los modelos GARCH multivariantes aquí considerados ofrecen resultados 
significativamente mucho mejores que los de una cartera que da el mismo peso a los 
activos que se encuentran en el quintil superior por momentum.

5. CONCLUSIONES

En este capítulo se han cubierto algunos de los últimos desarrollos en la literatura de 
modelización de covarianzas dinámicas de elevada dimensionalidad. Se ha hecho espe-
cial énfasis en el uso de técnicas computacionalmente escalables (verosimilitud com-
puesta, focalización en covarianzas) y en cómo introducir la estructura de factores de 
una manera sencilla. Hemos presentado los métodos de regularización de los valores 
propios de la matriz de covarianzas muestral y cómo pueden aplicarse de manera natu-
ral en el modelo DCC a través del método de focalización en covarianzas. Esto es de 
especial relevancia en contextos de elevada dimensionalidad, es decir, cuando la sección 
cruzada es de un tamaño comparable (o incluso superior) al número de observaciones. 
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Finalmente, a través de un ejercicio empírico con datos de acciones del índice S&P 500 
se ha demostrado cómo la implementación de estos métodos permite construir carteras 
de inversión con mejores rentabilidades ajustadas por riesgo.

Ni que decir tiene que éste no es el primer trabajo en aplicar estimadores de covarian-
zas dinámicas de elevada dimensionalidad al problema de selección de carteras– y muy 
probablemente no será el último. Los resultados de este trabajo siguen la línea de los 
hallados por Engle, Ledoit y Wolf (2019) y De Nard, Ledoit y Wolf (2020), concluyendo 
que los modelos DCC factoriales conducen a carteras con menor volatilidad.

Cabe destacar que en la práctica los inversores deben tener en cuenta los costes de tran-
sacción para decidir qué estrategia seguir, y por lo tanto hay que encontrar el balance 
óptimo entre estrategias que aporten buenas rentabilidades ajustadas al riesgo y carte-
ras que aporten un poco menos pero conlleven una menor rotación y con ello menores 
costes de transacción (véase, entre otros, Hautsch y Voigt, 2019)). En el reciente trabajo 
de Moura, Santos y Ruiz (2020) se hace una comparativa más amplia en la que también 
se incluyen modelos de volatilidad estocástica multivariante que resultan en carteras 
con mayor ratio de información después de costes de transacción. Los resultados de 
este trabajo también aportan evidencia de que los modelos DCC son los que mejor mini-
mizan la volatilidad de la cartera. Sin embargo, según este trabajo, modelizar la matriz 
de covarianzas como un proceso Wishart con regularización hacia una matriz diagonal 
conduce a carteras más estables con menor rotación y mayor ratio de información una 
vez tenidos en cuenta los costes de transacción.
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